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APRESENTACAO

Este livro é resultado de cerca de trinta anos dedicados a pesquisas
sobre andlise de erros em Matematica. Inicialmente, foi pensado como con-
clusdo do projeto de pesquisa “Analise de erros: um aprofundamento de pes-
quisas” por mim desenvolvido de 2013 a 2015, com bolsa de produtividade
em pesquisa do CNPq. Efetivamente, um dos objetivos especificos do projeto
envolvia a elaboracdao de um livro, a fim de sintetizar os resultados obtidos na
investigacao. No entanto, dei-me conta de que nada do que eu tinha pesqui-
sado nesse tltimo projeto tinha sido fruto, apenas, da investigacdo em ques-
tdo: todas as outras producdes, minhas, de colegas que comigo colaboraram
em diversos projetos e dos alunos que orientei nesses anos todos, formaram
um pano de fundo para tecer a urdidura deste relato final. Desta forma, tomei
a decisdao de encerrar esses anos em que fui bolsista de produtividade em
pesquisa com uma producdo em que fossem citados todos esses trabalhos
desenvolvidos, mas que também fossem relatados os resultados desse tltimo
projeto. Assim, na Introducao, faco este resgate.

Ao ter detectado, em mapeamentos realizados durante essas tltimas
investigacdes, que a analise de erros esta apresentando novas facetas, com
pressupostos tedricos variados e com diferentes metodologias de pesquisa,
considerei que seria interessante também apresentar, neste livro, alguns tra-
balhos que envolvem, de alguma forma, avaliacdo da producao de alunos
ou professores, de forma a destacar erros, dificuldades ou obstaculos a
aprendizagem de Matematica. Convidei, entdo, alguns colegas para escre-
verem capitulos neste livro e mostrarem, a todos os que se interessam pelo
ensino e a aprendizagem de Matematica, uma parte do que tem sido pen-
sado e realizado sobre esse tema. Com isso, ao elaborar o livro em versao
eletronica, disponibilizada livremente, acredito que possa servir de subsidio
para novas pesquisas e debates. Apresento, a seguir, os capitulos desta
obra e os autores que gentilmente aceitaram o convite para dela participar,
a quem desde ja agradeco.

No Capitulo 1, apresento uma anélise quanti-qualitativa de pesquisas
sobre erros, dificuldades ou obstaculos, mapeadas nas dissertacdes e teses
defendidas nos Programas de Pds-graduacdao em Ensino de Ciéncias e Mate-
matica, a fim de identificar as teorizacdes que tém sido usadas nessas produ-
cdes. Sou Licenciada e Bacharel em Matematica pela Universidade Federal do




Rio Grande do Sul, Mestre e Doutora em Educacao pela mesma instituicao e
docente/pesquisadora do Centro Universitario Franciscano.

No Capitulo 2, Rosana Nogueira de Lima tece consideracdes sobre
mal-rules em Algebra, enfocando os dados a luz da Teoria dos Trés Mundos
da Matematica. Rosana é Licenciada e Bacharel em Matematica pela Pontificia
Universidade Catdlica de Sao Paulo, Mestre e Doutora em Educacao Matema-
tica pela mesma Universidade, tendo desenvolvido doutorado sanduiche na
Universidade de Warwick, Inglaterra, sob a orientacao de David Tall. Atualmen-
te é docente/pesquisadora da Universidade Anhanguera de Sio Paulo.

No Capitulo 3, Regina Luzia Corio de Buriasco e Andréia Biittner Ciani
apresentam reflexdes sobre avaliacido, especialmente da avaliacdo como pratica
de investigacdo, a luz da Educacao Matematica Realistica. Regina é Licenciada em
Matematica pela Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Santo André (SP),
Mestre em Educacao Matematica pela Universidade Estadual Paulista Julio de
Mesquita Filho e Doutora em Educacido pela mesma Universidade. Atualmente
é docente/pesquisadora da Universidade Estadual de Londrina e pesquisadora
do CNPq. Andréia é Bacharel em Matematica e Mestre em Educacdo Matema-
tica pela Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho e Doutora em
Educacido Matematica pela Universidade Estadual de Londrina. Atualmente é
docente/pesquisadora da Universidade Estadual do Oeste do Parana.

No Capitulo 4, Josiele Maria Fusiger relata uma pesquisa sobre erros
cometidos por estudantes de Ensino Médio, na resolucio de questdes sobre
perimetro e area de figuras planas, e traz o produto resultante dessa investiga-
cao. Josiele é Licenciada em Matematica pelo Centro Universitario Franciscano
e Mestre em Ensino de Matematica pela mesma instituicao.

No Capitulo 5, Thaisa Jacintho Miiller discute erros cometidos por ca-
louros de Calculo Diferencial e Integral ao resolverem exercicios de Algebra
elementar e aponta sugestdes para a superacao dessas dificuldades por meio
de recursos digitais. Thaisa é Licenciada em Matematica pela Pontificia Univer-
sidade Catdlica do Rio Grande do Sul, Mestre em Matematica pela Universida-
de Federal do Rio Grande do Sul e Doutora em Informatica na Educacdo pela
mesma universidade. Atualmente é docente da Pontificia Universidade Catolica
do Rio Grande do Sul.

No Capitulo 6, José Carlos Pinto Leivas discute o processo de visualiza-
cao e sua importancia no ensino e na aprendizagem de Geometria. José Carlos
é Licenciado em Matematica pela Universidade Catdlica de Pelotas, Mestre em




Matematica pela Universidade Federal de Santa Catarina e Doutor em Educa-
cao pela Universidade Federal do Parana. Atualmente é docente/pesquisador
do Centro Universitario Franciscano e editor da revista Vidya.

No Capitulo 7, Eleni e Vanilde Bisognin, com base em pressupostos so-
bre o conhecimento do professor de Matematica, relatam os resultados da apli-
cacio de testes sobre os conceitos de perimetro e area a professores em forma-
cao continuada. As autoras sio Licenciadas em Matemaética pela Universidade
Federal de Santa Maria, Mestres e Doutoras em Matematica pela Universidade
Federal do Rio de Janeiro. Atualmente sao docentes/pesquisadoras do Centro
Universitario Franciscano, do qual a Dra. Vanilde é Pré-reitora de Graduacao.

No Capitulo 8, discuto o conhecimento matematico para o ensino e
suas implicacdes para a formacdo do professor de Matematica, especialmente
focando o conhecimento sobre os erros.

Helena Noronha Cury
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INTRODUCAO
72z

Meu interesse por erros cometidos por alunos ou professores, nos mais
diferentes contetidos matematicos, originou-se do trabalho desenvolvido no cur-
so de Mestrado em Educacdo, na Universidade Federal do Rio Grande do Sul
(UFRGS), com a dissertacao intitulada “Andlise de erros em demonstracdes de
geometria plana: um estudo com alunos de 32 grau”!, defendida em janeiro de
1989. Essa foi a primeira experiéncia com pesquisa na area de Educacao Mate-
matica, apds a Licenciatura e Bacharelado em Matematica, na UFRGS.

Na investigacao, busquei analisar e classificar erros cometidos por alunos
universitarios ao realizar demonstracdes em Geometria. Os participantes, alunos
de um curso de Licenciatura Plena em Matematica, realizaram demonstracdes
de proposicoes de Geometria Plana e suas solucdes, tanto orais como escritas,
que foram analisadas com o objetivo de classificar os erros detectados e tentar
descobrir as causas subjacentes.

As conclusdes sobre as causas dos erros detectados envolveram aspectos
do processo de ensino e aprendizagem de Matematica, conceituacdes sobre
demonstracdes de teoremas e, também, consideracdes sobre a influéncia da filo-
sofia da Matematica que norteia a pratica docente e a elaboracio dos curriculos
de cursos de Licenciatura.

Ao retomar as aulas nos cursos de Matematica e Engenharia, nos quais atu-
ava na Pontificia Universidade Catdlica do Rio Grande do Sul (PUCRS), elaborei um
projeto de pesquisa para detectar, analisar e classificar erros cometidos por calou-
ros da disciplina de Calculo Diferencial e Integral, desenvolvido em 1989 e 1990.
A experiéncia produziu as primeiras tentativas de sistematizar os procedimentos
metodoldgicos e de apresentar os resultados. Os dois relatérios da investigacio
foram apresentados, parcialmente, em Cury (1990) e Cury (1992).

Retomando os estudos pds-graduados, cursei Doutorado em Educacao e
na tese (CURY, 1994) novamente enfoquei os erros dos alunos, dessa vez pela
visdo dos professores: “As concepcdes de Matemadtica dos professores e suas
formas de considerar os erros dos alunos™.

! Disponivel em: <https://sites.google.com/site/helenanoronhacury/dissertacao-e-tese>.
2 Disponivel em: <https://sites.soogle.com/site/helenanoronhacury/tese>.



No final do trabalho, foram feitas algumas sugestdes de mudanca para
os cursos de Licenciatura em Matematica, de modo que seus professores,
formando grupos de discussdo, se voltassem para uma concepcio menos
absolutista dessa ciéncia e elaborassem um novo curriculo, no qual fossem
adotados e assumidos pressupostos bdasicos de novas teorias sobre o ensi-
no e a aprendizagem da Matematica. Supunha-se que, se os alunos fossem
acompanhados em suas interacdes com os professores e os colegas em torno
do saber, detectando-se erros cometidos e explorando o potencial desses er-
ros, poder-se-ia realizar uma avaliacao dinamica, que explorasse o potencial
de cada individuo na sua interacdo com 0s outros.

A conclusao do doutorado e, posteriormente, 0 ingresso na equipe de
docentes do Programa de Pds-graduacdao em Educacdo em Ciéncias e Mate-
matica, PUCRS, proporcionaram oportunidades de realizacao de outras investi-
gacdes sobre erros e dificuldades de alunos ou de professores de Matematica.

No projeto “Analise de erros em disciplinas matematicas de cursos supe-
riores”, desenvolvido de 2005 a 2007 e apoiado pelo CNPq (Conselho Nacio-
nal de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico), foi constituida uma equipe de
professores de nove Instituicdes de Ensino Superior (IES) do Rio Grande do Sul,
que aplicaram um teste e analisaram erros cometidos por 368 alunos calouros
de cursos de Ciéncias Exatas. Os resultados, apresentados em artigos e comuni-
cacoes®, mostraram problemas com contetidos matematicos da educacao basica.

Quando ja trabalhava no Centro Universitario Franciscano, Santa Maria, RS,
em novo projeto apoiado pelo CNPq, “Andlise de erros em problemas resolvidos
por professores de Matematica em cursos de formacao continuada”, desenvolvido
de 2009 a 2011 por dez docentes de cinco IES gatichas, foi aplicado um teste a
50 professores de cursos de formacio continuada dessas IES. Os resultados evi-
denciaram dificuldades em contetidos que fazem parte de disciplinas basicas dos
cursos de graduacdo em Matematica. Dessa forma, foram criadas atividades sobre
0s temas propostos nas questdes do teste, para auxiliar os professores na revisao
desses contetidos, bem como no trabalho com seus alunos da educacdo basica.
A producio resultante desse projeto encontra-se distribuida em seis comunica-
cOes, trés artigos e um livro digital*.

3 Cury et al, 2005; Cury; Konzen, 2006; Cury, 2006a, 2006b; Cury; Motta, 2006; Cury;
Moraes, 2006; Cury; Bisognin, 2006; Bisognin, Fioreze, Cury, 2007.

4 Cury; Bisognin; Bisognin, 2009a, 2009b, 201 1; Bisognin; Bisognin; Cury, 2010a, 2010b;
Cury, 2010; Viali; Cury, 2009; 201 1; Leivas, Cury; 2010; Cury; Trevisan, 2010.



Além dessas producdes, nos dois Programas de Mestrado em que orien-
tei dissertacdes, oito delas abordaram erros ou dificuldades de estudantes na
aprendizagem de Matematica®. A experiéncia acumulada sobre o tema levou-me
a solicitar bolsa de produtividade em pesquisa, concedida pelo CNPq durante
os anos de 2010 a 2012 e 2013 a 2015¢, durante os quais desenvolvi dois
projetos de pesquisa.

No primeiro projeto, “Andlise de erros: uma possibilidade de trabalho em
cursos de formacao inicial e continuada de professores”, entre outros objetivos,
propunha-me a fazer um levantamento sistematico de trabalhos sobre erros ou di-
ficuldades de aprendizagem em Matematica, realizados no Brasil. Esse mapeamento
focou dissertacdes e teses defendidas em Programas de Pds-graduacio da area de
Ensino de Ciéncias e Matematica’” da CAPES (Coordenacdo de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior) e os resultados foram apresentados em Cury (201 3a).

O segundo projeto apoiado por bolsa de produtividade em pesquisa,
intitulado “Analise de erros: um aprofundamento de pesquisas”’, teve, entre seus
objetivos, os seguintes: a) atualizar a listagem sobre dissertacdes e teses relacio-
nadas a erros, dificuldades ou obstaculos encontrados por alunos ou professores
de Matematica, defendidas nos Programas de Pds-graduacao da area de Ensino
de Ciéncias e Matemadtica; b) analisar a fundamentacao tedrica encontrada nessas
dissertacdes e teses. Uma parte dos resultados foi publicada em Cury (2013b).

Em todas essas producdes, desde a dissertacao de mestrado de 1989,
houve a preocupacio de interpretar os dados a luz de algum estudo ja realizado
sobre os temas abordados ou de alguma teorizacado sobre ensino ou aprendi-
zagem de Matemadtica. No entanto, nem sempre esse cuidado ficou explicitado
nos textos e, no desenvolvimento do dltimo projeto citado acima, essa busca por
modelos tedricos trouxe como resultados os elementos que sdo apresentados a
seguir, no Capitulo 1.

> Model, 2005; Feltes, 2007; Bortoli, 201 1; Borges Fortes, 2012; Brum, 2013; Rossato, 2014;
Fusiger (2015); Monteiro (2015).

¢ Processos CNPq 310947/2009-0 e 303220/2012-0.

7 Essa drea, atualmente, é denominada simplesmente de “Ensino”, incluindo os Programas de
Pés-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica, junto de Programas de Ensino de outras
areas especificas.
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CAPITULO 1
/7274772224774
PERSPECTIVAS TEORICAS NAS DISSERTACOES E TESES

SOBRE ERROS, DIFICULDADES OU OBSTACULOS

NA APRENDIZAGEM DE MATEMATICA

1. ALGUMAS CONSIDERACOES INICIAIS SOBRE TEORIZACOES

Desde os primeiros levantamentos da producao de mestrandos e dou-
torandos sobre erros, dificuldades ou obstaculos, foi possivel notar que os
autores nem sempre distinguem revisiao de literatura de fundamentacao tedrica.
Muitas vezes uma lista de dissertacdes ou teses consta da chamada “fundamen-
tacao tedrica”, quando esses trabalhos, efetivamente, deveriam formar a revisio
da literatura existente sobre o tema (erros, dificuldades ou obstaculos).

Flick (2009) comenta que a revisao de literatura pode ajudar o inves-
tigador a encontrar respostas para perguntas como: o que ja foi pesquisado
sobre o tema escolhido para a dissertacao ou tese? Quais teorias sao usadas
nessa area? Que questdes ainda estao em aberto? O que ainda nao foi pesqui-
sado? As respostas a essas questdes permitem que o pesquisador nio esteja
a “reinventar a roda” e mostram, também, o cuidado em localizar seu estudo
dentre outros que ja foram feitos na area.

Creswell (2010) indica os passos que devem ser seguidos por um pes-
quisador para fazer uma revisdo de literatura (identificacao de palavras-chave,
localizacao de materiais a partir delas, leitura inicial do material, organiza-
cdo de um mapa da literatura, resumo dos principais temas encontrados).
Mas essa revisdo ndo basta, porque é necessario enfocar os resultados da
pesquisa através de uma lente que permita ao investigador elaborar suas hi-
poteses, estabelecer uma metodologia de pesquisa, criar os instrumentos de
coleta de dados, interpretar os resultados e concluir o trabalho com respostas
as questdes de pesquisa. E essa lente sio os pressupostos tedricos, sao as
ideias-chave ja enunciadas por algum tedrico e assumidas pelo investigador
como embasamento para seu trabalho.



No caso da Educacao Matematica, quais pressupostos tedricos sao assu-
midos? Essa é uma pergunta dificil, porque primeiro temos de conceituar “teoria”.
Segundo o Diciondario Aurélio (FERREIRA, 1999), a palavra “teoria” vem do grego
“theoria”, “acdo de contemplar, examinar”. Entre as varias acepcdes dessa palavra
apresentadas nesse Dicionario, temos: “Conjunto de principios fundamentais de
uma arte ou de uma ciéncia” (p. 1.944).

No Diciondrio Houaiss (HOUAISS; VILLAR, 2001, p. 2.697), lé-se que
“teoria” é “conjunto de regras ou leis, mais ou menos sistematizadas, aplicadas
a uma area especifica”. No Grand Dictionaire Encyclopédique Larousse (1985,
p. 10.193), “teoria” é um “conjunto organizado de principios, de regras, de leis
cientificas, visando descrever e explicar um conjunto de fatos™.

Finalmente, em Dicionario de Filosofia (ABBAGNANO, 2007, p. 252-953),
[6-se, entre vdrias acepcOes da palavra, que: “uma T. [teoria] cientifica ndo é um
acréscimo interpretativo ao corpo da ciéncia, mas é o esqueleto desse corpo. Em
outros termos, a T. condiciona tanto a observacado dos fendmenos quanto o uso
mesmo dos instrumentos de observacao”.

Na Educacao Matematica ndo hd um conjunto de principios, visto que
essa drea esta situada no cruzamento de diversos campos e “a problematica di-
datica leva a remanejar mais ou menos profundamente as ferramentas, concei-
tuais ou metodoldgicas, que a pesquisa delas toma emprestadas”. (ARTIGUE,
1996, p. 1).

No livro organizado por Sriraman e English, cujo titulo é “Teorias da
Educacao Matematica™, nao se encontra uma lista de teorias, mas comenta-
rios e reflexdes sobre um conjunto de ideias propostas por varios fildsofos,
pesquisadores ou educadores dessa drea. Mas é exatamente essa pluralidade
que proporciona ao investigador as lentes através das quais vai enfocar algum

fendbmeno na drea da Educacao Matematica.

2. AS TEORIZACOES EVIDENCIADAS

Uma caracteristica interessante em todas as teorizacdes citadas
nas pesquisas mapeadas é sua origem: quase todas citam ideias de algum

8 Théorie: Ensemble organisé de principes, de régles, de lois scientifiques, visant a décrire et a
expliguer un ensemble de faits.
? Citado no préoximo item.



tedrico da Psicologia, da Filosofia ou da Sociologia. Detecta-se a influéncia
de Piaget, de Vygotski, de Ausubel, de Paulo Freire, de pensadores da escola
de Frankfurt, entre outros, sendo que as ideias de alguns desses pesquisado-
res sao citadas, especificamente, como fundamentos para a andlise dos dados
de algumas investigacdes.

Fazer uma apresentacdo de cada um dos quadros tedricos encontra-
dos é tarefa impraticavel em um unico livro, haja vista que cada tedrico tem
varios textos para discutir suas ideias e ja ha publicacdes que fazem essas
sinteses (MACHADO et al, 1999; MACHADO, 2003; ALMOULOUD, 2007;
D’AMORE, 2007), as quais se pode recorrer para aprofundar o tema. Aqui,
apenas cito as que tenho encontrado nos mapeamentos feitos.

Primeiramente, destacam-se os tedricos que fazem parte da chamada
“escola francesa”, a saber: Brousseau (Teoria das Situacdes Didaticas); Vergnaud
(Teoria dos Campos Conceituais); Douady (Dialética Ferramenta-Obijeto e Jogo
de Quadros); Chevallard (Teoria Antropoldgica do Didatico), Duval (Teoria dos
Registros de Representacao Semidtica).

Em seguida, surgem outros pesquisadores cujas ideias sao referenciais
tedricos para muitos trabalhos: Godino, Batanero e Font (Enfoque Ontose-
miotico da Cognicao e Instrucao Matemdtica — EOS); Skovsmose (Educacao
Matematica Ciritica); Tall (Teoria dos Trés Mundos da Matematica); Dubinsky
(Teoria Acdo, Processo, Objeto, Esquema — APOS); Freudenthal e outros pes-
quisadores da “escola holandesa” (Educacao Matemaética Realistica — RME).

Kilpatrick (2010), ao prefaciar o livro de Sriraman e English, faz um aler-
ta que deve ser levado em conta em nossas pesquisas:

Dizer que algo é uma teoria da educacio matematica — em vez
de, digamos, uma abordagem, fundamentacdo tedrica, perspec-
tiva tedrica ou modelo — ¢é fazer uma reivindicacdo muito forte.
Eu ndo concederia o status de teoria-de-educacio-matematica a
qualquer um dos potenciais candidatos citados tanto por Silver
e Herbst (2007) quanto por Sriraman e English. Estou feliz em
falar sobre teorizacdo, adotando uma instincia tedrica ou em-
pregar um quadro tedrico, mas eu ndo vejo construcoes tedricas
existentes como merecedoras do rétulo de teoria. (p. 4).



Sriraman e English (2010), para encaminhar os diversos capitulos do
seu livro, trazem algumas consideracdes preliminares. Para eles, qualquer teoria
de ensino ou aprendizagem repousa sobre uma filosofia do conhecimento
e, como a Educacao Matematica esta situada no cruzamento dos campos da
Educacao e da Matematica, interagindo ainda com varias outras disciplinas, é
necessario esclarecer as seguintes questdes: a) o que é a realidade? Ou o que é
a natureza do mundo ao redor de nds? (a questao ontoldgica); b) como conhe-
cemos o0 mundo ao redor de nds? (a questdao metodoldgica); ¢) como podemos
estar certos da verdade do que conhecemos? (a questao epistemoldgica).

Na Educacao Matematica, como frisam esses autores, “é uma empreitada
fatil formular teorias unificadoras” (Ibid,, p. 17), porque hd contextos matema-
ticos diferentes e diferentes ambientes sociais e culturais nos quais sao estuda-
dos os fendbmenos do ensino e da aprendizagem da Matematica.

Os mesmos autores comentam que a presenca de teorias na Educacao
Matematica é mais visivel atualmente do que em décadas passadas, mas que,
por outro lado, hd um ceticismo sobre o papel das pesquisas guiadas por teo-
rias no que se refere a melhorar o trabalho de sala de aula. Face aos problemas
que vislumbram nas discussdes atuais, Sriraman e English (2010) consideram
que é hora de reavaliar o papel das teorias na Educacio Matematica e os
autores por eles convidados discutem, no livro, alguns pressupostos tedricos
evidenciados na drea de Educacao Matematica.

Lester Ir. (20 10) discute a natureza das fundamentacdes de pesquisas e seus
diferentes tipos. Inicialmente, o autor apresenta sua concepcao de fundamentacao:
“l.] um andaime, erguido para tornar possivel a realizacao de reparos em uma cons-
trucao” (p. 69). E acrescenta algumas vantagens que vé no uso de fundamentacao:
1) proporciona uma estrutura para conceituar e planejar uma pesquisa; 2) ndao ha
dados sem uma fundamentacdo para lhes dar sentido; 3) uma boa fundamentacio
permite transcender o senso comum; 4) necessidade de compreensao profunda,
nao apenas de compreensao daquele dado em particular.

Ao levar em conta essas observacdes, consideramos que algumas pes-
quisas as quais mencionam o uso de determinada teoria, na verdade sé apre-
sentam, ao final, um conjunto de frases feitas, de ideias do senso comum,
que nao foram originadas no paradigma tedrico anunciado.

J4& quanto aos tipos de fundamentacao, Lester Ir. (2010) considera que,
nas pesquisas em Educacio Matematica, podem ser identificados os quadros te-
dricos, praticos e conceituais. Em uma pesquisa em que um determinado quadro



tedrico foi decidido antecipadamente, o investigador precisa seguir as argu-
mentacdes daquela teoria, mas isso pode levar a alguns problemas: os quadros
tedricos forcam o pesquisador a explicar que seus resultados sio obtidos “por
decreto”, ou seja, pelo apelo a autoridade: nada que é obtido como resultado
pode ser interpretado se nao houver, na teoria escolhida, uma referéncia ao fato.

Os quadros praticos guiam o pesquisador a usar “o que funciona”. Nao sao
investigacOes apoiadas em teoria, mas na pratica acumulada de experiéncias de
outros professores ou gestores. Aqui, pode-se pensar nas revisdes de literatura,
que buscam o que ja foi investigado em outras pesquisas ou nas recomendacoes
das publicacdes oficiais, para poder comparar com seus proprios dados.

Por ultimo, Lester Jr. (2010) menciona o quadro conceitual. Para o
autor, esse quadro consiste em uma argumentacao que engloba diferentes
pontos de vista e culmina em uma justificativa para usar um determinado en-
foque. Pode ser baseado em diferentes teorias e em diversas experiéncias que
apresentam resultados os quais vao ao encontro dos que sdao desejados pelo
pesquisador. Nesse caso, pode-se pensar nas producdes que trazem citacdes
de diversos tedricos e uma justificativa para o uso de determinadas ideias que
“se encaixam” nos dados analisados.

E interessante ressaltar que Lester Jr. (2010, p. 83), ao finalizar seu tex-
to, sugere que, a0 invés de uma perspectiva tedrica em particular ser aderida,
atue-se “como ‘bricoleurs’, adaptando ideias de um conjunto de fontes ted-
ricas para perseguir nossos objetivos”, de forma a aprofundar a compreensao
sobre o0 ensino e a aprendizagem de Matematica.

Essa ideia de Lester Jr. vem ao encontro de consideracdes feitas por Stephen
Lerman, em outro capitulo do mesmo livro de Sriraman e English, ja citado. Lerman
(2010) comenta resultados de um trabalho realizado por ele e outros colegas,
em que uma amostra de publicacdes de pesquisa em Educacao Matematica, entre
1990 e 2001, foi examinada, especificamente quanto ao uso de teorias, tendo
sido reunidas conforme as seguintes categorias:

1) psicologia cultural, incluindo Vigotsky, teoria da atividade, cognicao

situada, comunidades de pratica, interacdes sociais, mediacao semiotica;

2) etnomatematica;

3) sociologia, sociologia da educacao, pds-estruturalismo, hermenéutica,

teoria critica;

4) discurso, incluindo perspectivas psicanaliticas, linguistica social, se-

miotica.



Apds mostrar, em um quadro, as percentagens de trabalhos analisados
que usaram algum dos quatro tipos de teorias classificadas acima, o autor
questiona o fato de que uma parte dos investigadores que usaram uma dessas
teorias, as revisitaram, questionando as ideias e trazendo outras, de suas inves-
tigacdes, para modificar algum pressuposto previamente explicitado. A grande
maioria, no entanto, contentou-se em aplicar as ideias em seus estudos, sem
qualquer tentativa de “revisita-las”. Lerman (2010) conclui o texto dizendo-se
preocupado ndo pela quantidade de teorias usadas, mas pela forma de uso,
sem questionamentos ou problematizacoes.

Neste texto, apresento uma analise quanti-qualitativa das pesquisas so-
bre erros, dificuldades ou obstaculos, mapeadas nos dois projetos de bolsa de
produtividade em pesquisa que desenvolvi, e procuro localizar as teorizacdes
que tém sido usadas nessas producoes.

3. OS PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS PARA A INVESTIGACAO
DAS TEORIZACOES

A busca por dissertacdes e teses foi realizada em duas etapas, que
correspondem aos dois projetos de bolsa de produtividade em pesquisa.
Na primeira, essa busca englobou producdes encontradas nos sites dos
programas de Pds-graduacdo da area de Ensino de Ciéncias e Matematica,
desde a criacao dos cursos dessa drea até o que estava publicado em marco
de 2011. A segunda etapa complementou os dados, englobando produ-
cdes disponibilizadas desde a data anterior até abril de 201 3.

Nas duas etapas, foram listadas 2.251 dissertacdes ou teses. Buscando,
nos titulos, resumos ou palavras-chave, as expressdes “erros”, “dificuldades” ou
“obstaculos”, na primeira etapa, foram encontradas 57 dissertacdes e duas teses
e, na segunda etapa, 39 dissertacdes e cinco teses. Ao revisar os textos, para esta
andlise dos referenciais tedricos, duas dissertacdes e uma tese foram retiradas do
conjunto: uma das dissertacdes, de 2012, trata de dificuldades de professores
ao lidar com os alunos e a outra, de 2013, faz referéncia ao desempenho de
alunos talentosos; ja a tese, de 2012, trata de obstaculos para inclusdo de disci-
plinas matematicas em um curriculo. Dessa forma, essas trés producdes nio estido
relacionadas a erros ou dificuldades na aprendizagem. Portanto, desenvolvo as
andlises sobre o conjunto de 100 producdes (24 dissertacdes e seis teses).



Este conjunto de dados foi organizado por ordem alfabética de sobre-
nomes dos autores. Foi criada, entdao, uma planilha Excel, com as seguintes
colunas: niimero da producao, autor, titulo, instituicio em que foi defendida,
carater da instituicdo (se publica ou privada), regido do pais, ano da defesa e
autores que fundamentaram a investigacdo. No caso desses autores, foi de-
limitado em cinco o numero maximo de nomes citados (ou seja, 0 ndmero
maximo de colunas para esse tipo de registro).

Os dados quantitativos, referentes a quantidades de producdes por re-
gido do pafs, numero de orientadores, distribuicao das producdes por ano e
namero de autores citados, sao apresentados em quadros, tabelas ou graficos.

4. APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS
Inicialmente, a tabela Excel foi percorrida para fazer as contagens dos ele-
mentos indicados nas colunas. Em relacdo as Instituicdes, nas quais foram pro-

duzidas as 100 dissertacdes ou teses, a informacdo é apresentada na figura 1:

Figura 1 — Distribuicdo das producdes por Regido e Instituicdo.

N. de
— 1 Producdes ngcrelg;;g;?

N UFPA 7

Subtotal N 7 7%
NE UFPE 1
UFRN 4

Subtotal NE 5 5%
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UFG 1

Subtotal CO 2 2%
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Subtotal S 40 40%

Fonte: dados da pesquisa.

Nota-se que as regides Sudeste e Sul concentram a maior parte das pro-
ducdes que investigam erros, dificuldades ou obstaculos de aprendizagem de
alunos e professores. De certa forma, essa distribuicdo estd de acordo com a
dos cursos de Pds-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica, sendo que,
para 0 mapeamento feito, apenas foram analisados os Programas que tém produ-
cdes na area do ensino de Matematica.

Ao comparar a figura 1 com a figura 2, abaixo, que traz a distribuicao de
Programas da area de Ensino, por regiao, conforme a CAPES, nota-se a predo-
minancia de producdes nas regides Sudeste e Sul.



Figura 2 — Distribuicdo de Programas por Regido.

Regido N. de Programas %
N 8 7
NE 18 15
CO 10 ?
SE 49 42
S 32 27
Total 117 100

Fonte: adaptado do site da Capes, relacdo de

Cursos Recomendados e Reconhecidos, na drea de Ensino.

Outro dado que pode ser obtido a partir da tabela Excel é o nimero
de [ES publicas e privadas nas quais as producdes mapeadas tiveram origem.
E interessante destacar que nesse quesito os dados se distribuiram quase
igualmente, uma vez que 51 trabalhos se originaram em |ES publicas e 49,

em |ES privadas.
A producio de dissertacdes e teses cresceu no decorrer dos anos, como

se pode ver na tabela 1, a seguir:

Tabela 1 — Distribuicdo das producdes por ano.

Anos N. de producdes
2001 |1 2003 4
2004 |---| 2006 13
2007 -1 2009 37
2010112013 46

Total 100

Fonte: dados da pesquisa.

Supde-se que tenha havido um aumento nos ultimos anos, haja vista
que o mapeamento foi realizado apenas até abril de 2013, mas essa informa-
cao ainda depende de novos mapeamentos.

Quanto as orientacdes, notou-se uma grande dispersao das producdes.
Foram elencados 57 orientadores, sendo que a maior parte (68%) orientou
apenas uma dissertacio ou tese. Em seguida, ha 14% que orientaram duas



producdes, 11% que orientaram trés, 2% que orientaram quatro, 4% que
orientaram cinco e 2% com 13 orientacdes. Na figura 3, estdo indicados os
doutores que orientaram trés ou mais producoes.

Figura 3 — Doutores que orientaram trés ou mais producdes.

m Regina Buriasco (UEL)

m Angela Marta P. das D.
Savioli (UEL)

m Lori Viali (PUCRS)

m Helena Noronha Cury
(UNIFRA)

m Benedito Antonio da
Silva (PUCSP)

m Bernardete Barbosa
Morey (UFRN)

Edda Cury (UNICSUL)

Francisco Hermes Santos
da Silva (UFPA)

Gerson Pastre de
Oliveira (PUCSP)

Saddo Ag Almouloud
(PUCSP)

Fonte: dados da pesquisa.

Nos dois projetos, entre as questdes propostas para investigacao por
meio do mapeamento de dissertacdes e teses, salienta-se que ha indagacao
sobre a fundamentacao tedrica dos trabalhos, a saber: que teorias estio sendo
usadas pelos pesquisadores da area de Educacdo Matematica, no Brasil, para
embasar seus trabalhos sobre erros, dificuldades ou obstaculos na aprendiza-
gem de alunos ou professores, quanto ao conteido matematico?

Visto que o foco é essa fundamentacdo tedrica, é mister explicar os
procedimentos usados para elencar os autores citados nas producdes. Para a
delimitacdo do ntmero de autores em cinco (correspondente a cinco colunas
na tabela Excel, para cada producdo analisada), algumas decisdes foram to-
madas: primeiramente, ndo foi considerada como “fundamentacio tedrica” a
indicacao de autores de outras dissertacdes ou teses, visto que, em principio,
essas fazem parte da revisao de literatura, mesmo que nao tenham sido assim



denominadas pelos mestrandos ou doutorandos. Considera-se, também, que o
capitulo sobre metodologia de pesquisa (ou titulo equivalente), ainda que seja
fundamentado por obras sobre o tema, ndo configura uma abordagem tedrica
para andlise e interpretacao dos dados e os autores citados nesse capitulo nao
foram, também, incluidos na listagem.

Assim, somente foram levadas em conta aquelas obras que mencionam
alguma teoria de ensino ou de aprendizagem (ou mesmo teorias que foram
tomadas emprestadas de outros campos da ciéncia, como Sociologia, Filosofia,
Historia, etc.). Em alguns casos, em que ndo havia uma teoria especifica, foram
incluidas algumas obras da revisao de literatura, por considerar que permitem
compreender as ideias por trds das analises ou, mesmo, 0s autores que as
fundamentaram.

Em alguns casos, os autores citados na revisdao de literatura ndo sio
mais utilizados no restante da dissertacdo ou tese. Em outros casos, sao cita-
das apenas frases de algumas obras, sem encadeamento ou sem comentarios.
Para delimitar o niumero de autores, nesses casos, foi necessario examinar o(s)
capitulo(s) referente(s) a andlise dos dados ou as conclusodes, para verificar se
algsuma obra, dentre as que constituiram revisdo de literatura, apoiou a anélise
ou as conclusdes. Assim, quando as obras citadas nio se consubstanciam em
teorias e ndo se nota sua presenca nas analises ou conclusdes, optou-se por
indicar autores que tém mais de uma obra citada na listagem das referéncias.

Conforme as delimitacdes explicadas e o ntimero de autores indicados
nas cinco colunas da planilha, o niimero de autores citados, em cada producao,
variou de um a cinco; se todos os autores fossem diferentes, haveria 500 nomes.
Foram usadas as ferramentas do Excel para listar todos os nomes em uma sé
coluna, em ordem alfabética, e encontrados 170 autores'®. Desses, sdo apresen-
tados, na figura 4, os que tém cinco ou mais citacoes:

10 No caso de autores da Educacio Matematica Realistica, apenas essa abordagem foi citada, ndo
sendo discriminados os tedricos.



Figura 4 — Numero de citacSes de autores.

H. N. Cury 32
R. Buriasco 17
M. T. Esteban 12
R. Duval 11
L. D. Vigotsky 10
U. D"Ambrésio 10
Educacao Matematica Realistica 9
G. Vergnaud
G. Brousseau 9
I. P. Ponte
C. Luckesi
C. Kieran

P. Freire

O 00 o © ©oo

R. Borasi
R. C. Lins e J. Gimenez 7
C. Hadji 7
D. Fiorentini, A. Miorim e A. Miguel
Z. Usiskin
N. Pinto
M. C. Borba
L. Booth
G. Bachelard
S. de la Torre 5
Tall 5

o O O O O O

0 5 0 15 20 25 30 35

Fonte: dados da pesquisa.

Nesta lista, nota-se que os trés primeiros autores mais citados ndo tém
uma teoria de ensino ou aprendizagem em Educacao Matematica; sio pesqui-
sadores que escrevem sobre analise de erros, sobre andlise da producao escrita
ou, ainda, sobre erro e fracasso escolar. Se os tedricos que foram indicados no
item 2 forem buscados, nota-se que poucos deles sdo citados mais de cinco
vezes. Assim, em um primeiro olhar, quantitativo, sobre as 100 producdes,



vé-se que elas ndo se baseiam, fortemente, em abordagens tedricas da area de
Educacao Matematica.

Cruzando os nomes indicados no item 2 deste capitulo com essa lista
de autores na figura 4, tém-se os seguintes tedricos: Brousseau, Vergnaud,
Duval, Vigotysky, Freire, Tall e os que embasam a Educacao Matematica Re-
alistica. Quais outros autores também sao citados nas dissertacdes ou teses
que mencionam essas sete orientacdes tedricas? Para isso, também foi usado
o filtro do Excel e obtidas as informacdes listadas no quadro 1. E importante
notar que alguns autores sio citados em mais de uma producao, o que é
indicado entre parénteses nesse quadro 1. Por exemplo, Bachelard é mencio-
nado em quatro producdes que citam Brousseau.

Em certos casos, os nomes de autores relacionados as citacdes de cada
tedrico sdo originarios de outras areas de conhecimento que nao a Educacio
ou a Educacao Matematica. Mesmo assim sdao indicados, pois sio referén-
cias que, de alguma forma, vém sendo usadas na area. Para os sete tedricos
apontados, optou-se por mencionar somente o sobrenome; para os demais
autores, foram indicadas também as iniciais do nome, para facilitar seu reco-
nhecimento pelos leitores. Evidentemente, as citacdes sé sio contadas uma
Unica vez: por exemplo, se, ao filtrar o nome “Brousseau” encontrar-se o
nome “Vergnaud”, essa relacao ja esta explicitada e ndo sera mais contada ao
filtrar o nome “Vergnaud”.

Os dados desses cruzamentos sao apresentados no quadro 1, abaixo:

Quadro 1 — Relacdes entre citacdes.

Tedrico Outros autores citados

Brousseau G. Bachelard (4), Vergnaud (2), P. Perrenoud (2), M.
Artigue, D. Ball, R. Borasi, M. Borba e M. Penteado, R
Buriasco, Y. Chevallard, E. Cid, H. Cury, B. D"Amore,
Duval, C. Gauthier, G. Glaeser, M. A. Gravina, T. O.
Goncalves, S. Igliori, V. Kenski, S. Lorenzato, A. Novoa,
T. Nunes, N. B. Pinto, J. Piaget e R. Garcia, J. P. Ponte, A.
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Fonte: dados da pesquisa.

Em um primeiro olhar a cada linha do quadro 1, chama a atencao o fato
de que sao citados autores que nao seguem, de maneira geral, uma mesma cor-
rente na Educacdo, na Psicologia ou na Educacao Matemaética. Se as obras dos
autores indicados na coluna da direita do quadro forem buscadas, terdo eles se
baseado nos tedricos nomeados na coluna da esquerda?




Visto que a investigacao sobre pressupostos tedricos que estdo sendo
assumidos pelos pesquisadores da area de Educacdo Matematica, no Brasil,
no embasamento de trabalhos sobre erros, dificuldades ou obstaculos na
aprendizagem de alunos ou professores, é apenas um dos objetivos da pes-
quisa aqui relatada, acredita-se que as aparentes contradicdes que surgem no
quadro 1 exigem uma investigacao, mais abrangente e exclusiva. Fica, entao,
essa sugestao de tema para novas pesquisas.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Os dados apresentados, relativos especialmente ao segundo projeto de
bolsa de produtividade em pesquisa, vém ao encontro dos objetivos indicados,
aqui retomados: a) atualizar a listagem sobre dissertacdes e teses relacionadas
a erros, dificuldades ou obstaculos encontrados por alunos ou professores de
Matematica, defendidas nos Programas de Pds-graduacio da area de Ensino de
Ciéncias e Matematica; b) analisar a fundamentacado tedrica encontrada nessas
dissertacdes e teses.

Sobre a andlise dos pressupostos tedricos, algumas consideracdes po-
dem ser feitas, levando em conta o fato de que muitas dessas 100 produ-
cOes investigadas sdo elaboradas por professores que exercem sua pratica
na educacao basica e que podem ter trazido de sua formacao inicial uma
visdo um pouco distorcida do que seja a fundamentacdo tedrica para um
trabalho académico.

Rapaport e Silva (2006) realizaram uma investigacdo com professores,
para saber qual o referencial tedrico que dizem utilizar em sua pratica docente.
Para a pesquisa, foram entrevistados 34 professores de diversas areas. Os autores
tinham como hipdtese que os professores tém praticas distintas das teorias que
dizem embasa-las, de modo que, muitas vezes, os referenciais sdo usados como
“jargdes” para sustentar essas praticas. Quarenta e trés por cento das citacdes de
tedricos, feitas pelos professores participantes dessa pesquisa, remetem a Piaget,
22% a Freire e 13% a Vygotsky. Rapaport e Silva (2006) constataram que existe
muito pouca diferenca entre as areas humanas e exatas no tocante a indefinicao
de um referencial tedrico (os pesquisados citaram varios nomes, inclusive os dos
autores dos livros didaticos empregados) ou a negacdo de resposta. Esse resulta-
do surpreendeu os autores, pois acreditavam que os cursos da area de ciéncias



humanas se propusessem a fornecer um embasamento tedrico mais aprofundado
do que os cursos de ciéncias exatas, quanto aos referenciais pedagdgicos e psi-
coldgicos utilizados na pratica docente.

Segundo Rapaport e Silva (2006, p. 6),

[..Jo contetdo das falas dos participantes revela que uma ampla
maioria diz usar um referencial sem ter um conhecimento tedri-
co concreto da prépria teoria. Um dos entrevistados justifica a
escolha por Paulo Freire dizendo ‘por considerar todas as faixas
etdrias’, ou ainda, outro disse escolher Piaget ‘por que considero
o conhecimento através de um amadurecimento do aluno’.

Esses dados, coletados com professores em exercicio na educacao basi-
ca, sao preocupantes, por exemplo, em uma selecio a um curso de mestrado,
pois o periodo de dois anos para aprofundar estudos e elaborar uma disser-
tacdo nem sempre é suficiente para que os futuros mestres tenham uma visio
aprofundada das perspectivas tedricas que embasam suas proprias pesquisas.
Assim, ndo é de estranhar que sejam encontradas, em algumas dissertacoes,
colagens de citacdes de varios autores cujas ideias sao contrastantes.

Os autores dos proximos capitulos apresentam algumas ideias sobre
a sistematica de andlise de erros, bem como sobre os pressupostos tedricos
que as embasam. Ao final, sdo apresentadas algumas reflexdes sobre ideias de
pesquisadores que podem ajudar a desenvolver novas pesquisas na area da
Educacao Matematica, especialmente levando em conta a formacao inicial ou
continuada de professores de Matematica.
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CAPITULO 2
MAL-RULES EM ALGEBRA: UMA ANALISE A LUZ
DOS TRES MUNDOS DA MATEMATICA

1. INTRODUCAO

A literatura em Educacio Matematica relacionada a equacdes lineares é
extensa. Busca-se diagnosticar erros cometidos por alunos na resolucao delas
(SLEEMAN, 1984; PAYNE; SQUIBB, 1990, dentre outros), e justificam-se es-
ses erros pela falta de compreensao da estrutura de uma equacao (DREYFUS;
HOCH, 2004) ou pelo uso de “regras sem razao” (LINCHEVSKI; SFARD, 1991).

O mesmo ndo acontece com equacdes quadraticas. Poucas sao as pes-
quisas que relacionam os erros cometidos por alunos em equacdes desse tipo
ou buscam solucdes para tais problemas. Ainda assim, seja qual for a equacao,
continua sendo necessdria a pesquisa nio somente sobre os erros cometidos
ao resolvé-la, mas também sobre maneiras de se superar dificuldades.

Nessa vasta literatura, nos deparamos com uma ideia nascida na dé-
cada de 1980. Sleeman (1984) defendeu a existéncia do que chamou de
mal-rules, ou regras inapropriadas, para a resolucao de equacdes. A partir
dessa ideia, ele fez um levantamento de quais sdao essas mal-rules e da
necessidade de se criar algum tipo de instrucdo para que elas ndo sejam
mais utilizadas pelos alunos. Essas mal-rules foram amplamente estudadas
e evidenciadas e fez com que Payne e Squibb (192%0) estendessem e apro-
fundassem a compreensao sobre elas.

Os resultados dessas pesquisas mostram que, apesar de inconstantes
no trabalho dos alunos, as mal-rules sao constantes na literatura em Educacao
Matematica, isto é, até mesmo pesquisadores que ndo mencionam este termo
(como FREITAS, 2002; CORTES; KAVAFIAN, 1999) também apresentam difi-
culdades e erros de alunos que sao, em sua esséncia, mal-rules.

Neste capitulo, nossa intencao é trazer uma nova discussao para as cha-
madas mal-rules em equacdes lineares, e também para as dificuldades em relacdo
a quadraticas. Esta discussao esta baseada no quadro tedrico dos Trés Mundos



da Matematica, uma teoria que visa explicar o desenvolvimento cognitivo em
Matematica desde o recém-nascido até o matematico profissional (TALL 2013).
Com essa teoria, trouxemos nova luz a discussao sobre mal-rules e as dificulda-
des de alunos em resolver equacdes. A partir dos pressupostos dela, pudemos
perceber que os alunos dao significado corporificado as resolucdes que apresen-
tam, de forma que as mal-rules podem ser interpretadas como corporificacées
procedimentais, que ndo estao ligadas a principios algébricos.

A fim de analisar os resultados apresentados sobre mal-rules por
Sleeman (1984) e Payne e Squibb (1990), inicialmente faremos uma des-
cricio dos Trés Mundos da Matemdtica, bem como de construtos tedricos
que desenvolvemos a partir deles para o estudo de equacoes.

2. PRESSUPOSTOS TEORICOS PARA O TRABALHO COM EQUACOES

Ao tentarmos compreender os motivos pelos quais alunos cometem
determinados erros ao resolver equacdes, trabalhamos com o quadro tedrico
dos Trés Mundos da Matematica, que nos deu subsidios para analisar mais
profundamente os significados dados por alunos a equacdes e aos simbolos
que as compdem. Esta escolha se justificou, inicialmente, por ser um quadro
tedrico diferente daquele trabalhado por outras pesquisas e, por isso mesmo,
que pudesse nos remeter a diferentes analises e conclusdes. Além disso, a luz
desse quadro tedrico, pode-se discutir varias caracteristicas de entes matemati-
cos que nao ficam evidentes como outros, e isso nos permitiu uma visao mais
ampla dos processos cognitivos desenvolvidos ao se trabalhar com equacdes.

Apresentamos, entao, as ideias que permeiam os Trés Mundos da Ma-
temdtica, bem como os construtos tedricos que foram desenvolvidos a partir
deles especificamente para o trabalho com equacdes.

2.1. Os Trés Mundos da Matematica

De acordo com Tall (2013), existem trés diferentes formas de conhe-
cimento em Matematica. Aquelas que derivam de objetos e suas proprieda-
des, como elementos da geometria; aquelas que sio geradas a partir da acdo e
podem ser representadas por simbolos matematicos; e as que tém origem em
uma abordagem formal, como axiomas, definicdes e teoremas, que encadeiam o



desenvolvimento axiomdtico da Matematica. A partir delas, Tall (2013) enten-
de a existéncia de trés diferentes maneiras de desenvolvimento do pensamento
matematico, a corporificacio conceitual, o simbolismo operacional e o for-
malismo axiomatico, que geram, respectivamente, 0 Mundo Conceitual Cor-
porificado, o Mundo Operacional Simbélico e 0 Mundo Formal Axiomatico.

O Mundo Conceitual Corporificado, que chamamos de mundo corpo-
rificado, é o mundo das observacdes, percepcoes e reflexdes sobre objetos,
de forma que se possa perceber as caracteristicas deles, sejam eles fisicos ou
mentais. O sujeito pode manipular objetos fisicos, de forma a levantar conjec-
turas sobre suas propriedades e caracteristicas, mas também pode tratar deles
pela percepcao mental dessas caracteristicas. Neste mundo, a visualizacdo tem
papel fundamental para que se perceba a Matematica envolta em um determi-
nado objeto. Por exemplo, uma representacao para equacdes a partir de uma
balanca, buscando o equilibrio entre os pratos, é uma caracteristica do mundo
corporificado (Figura 1) para equacoes.

Figura 1 — Representacdo de uma equacdo por meio de uma balanca.
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Fonte: Warren e Cooper, 2005, p. 62.

Ao trabalhar com objetos do mundo corporificado, temos necessidade de
efetuar acdes sobre eles. Tais acdes devem ser simbolizadas com elementos do
Mundo Operacional Simbdlico (anteriormente chamado por TALL (2004) de
Mundo Proceitual Simbolico), que chamamos de mundo simbdlico. Nesse mun-
do, habitam os simbolos matematicos que sio usados para representar acoes efe-
tuadas sobre objetos matematicos e efetuar calculos matematicos. Uma equacao
como, por exemplo, 2x+3=4x+1, bem como os passos da sua resolucao, sio parte
do mundo simbdlico. Nesse mundo, os simbolos sdo vistos tanto como o conceito
que eles representam quanto como o processo que é realizado com o uso deles,
em uma dualidade que foi denominada por Gray e Tall (1994) como “proceitos”,
um amalgama entre as palavras processo e conceito.



Finalmente, o Mundo Formal Axiomatico, o qual chamamos de mundo
formal, € o mundo dos axiomas, definicdes e teoremas, em que esses elemen-
tos sao usados para deducdes e demonstracdes, de forma a fazer uma cons-
trucdo axiomatica da Matematica. Ao considerarmos as caracteristicas de de-
monstracoes e formalismo desse mundo, entendemos que ele sé é trabalhado
em sua totalidade na Educacao Superior. Entretanto, a nosso ver, ha inimeras
caracteristicas do mundo formal presentes no desenvolvimento de conceitos
matematicos em todos os outros niveis de escolaridade. No trabalho com
equacoes, por exemplo, o principio algébrico de efetuar a mesma operacao em
ambos os membros é uma caracteristica do mundo formal.

E importante salientar, também, que estes mundos ndo sio vistos de
forma estanque, pois eles tém interseccdes entre eles. E possivel trabalhar si-
multaneamente com caracteristicas formais e corporificadas, corporificadas e
simbolicas ou simbolicas e formais, e até mesmo com caracteristicas de todos
os trés mundos matematicos. A maneira com que um individuo trabalha com
ideias de um conceito matematico presentes nesses mundos esta relacionada
as experiéncias anteriores de aprendizagem que ele teve.

2.2. A influéncia de experiéncias no aprendizado da Matematica

Cada contetdo matematico possui caracteristicas de cada um desses
mundos matematicos, e pode-se ou nao fazer uso delas quando um individuo
esta em atividade matematica. A jornada de cada individuo por esses mundos
esta relacionada as experiéncias anteriores com as quais ele se deparou, ou
mesmo com experiéncias que tem no aprendizado atual.

Lima e Tall (2008) referem-se as experiéncias anteriores de um individuo
que influenciam um determinado aprendizado como ja-encontrados!!, isto &,
“..um construto mental que um individuo usa em um dado momento, baseado
em experiéncias que ele encontrou anteriormente” (2008, p. 6, traducdo
nossa). Esses ja-encontrados podem influenciar um aprendizado positiva ou
negativamente. Por exemplo, ao lidar com uma expressdao algébrica como
3x+4x, um aluno pode obter 7x, baseado em suas experiéncias anteriores em
aritmética, sabendo que 3+4=7. Por outro lado, esta mesma experiéncia pode
influenciar negativamente um aluno que a utiliza para escrever 3+4x como

"1 Em inglés: met-before.



sendo igual a 7x.Para Tall (2013), o primeiro caso trata-se de um ja-encontrado
colaborador'?;, enquanto o segundo é um ja-encontrado dificultador!.

Durante um aprendizado, um individuo também pode desenvolver ex-
periéncias que colaboram com o aprendizado em curso, ou mesmo modificam
aprendizados anteriores. “Usamos o termo ‘a-encontrar'* para denotar uma
experiéncia encontrada posteriormente que pode afetar a memoria de conheci-
mentos anteriores.” (LIMA; TALL, 2008, p. 6, traducdo nossa). Os a-encontrar
também podem influenciar positiva ou negativamente um aprendizado anterior.
Por exemplo, em nossa pesquisa (LIMA, 2007), um aluno, ao iniciar o trabalho
com equacdes quadraticas, aprendeu a férmula de Bhaskara e resolveu uma
equacao linear baseando-se nela, como apresentado na figura 2. Esse a-encon-
trar foi utilizado negativamente no trabalho desse aluno.

Figura 2 — Resolucdo de uma equacdo linear com o uso da Férmula de Bhaskara.
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Fonte: Lima, 2007 p. 261.

Por outro lado, é possivel, também, que um a-encontrar seja utilizado de
maneira positiva, por exemplo, quando o aprendizado de ntimeros complexos
permite que um aluno compreenda a impossibilidade de encontrar raizes reais
de uma equacao quadratica em que o discriminante é menor que zero.

Ao considerarmos estas experiéncias anteriores, remetemo-nos a ideia
de imagem de conceito de Tall e Vinner (1981), que a caracterizam como

[..] a estrutura cognitiva total que é associada ao conceito, que
inclui todas as figuras mentais e propriedades e processos a eles
associados. Ela é desenvolvida durante os anos por meio de

12 Em inglés: supportive.

13 Em inglés: problematic — agradecemos a Lulu Healy e Paulo César Freire pela sugestio de
traducdo para este termo.

4 Em inglés: met-after.



experiéncias de todos os tipos, mudando a medida que o indi-
viduo encontra novos estimulos e amadurece. (1981, p. 152,
traducdo nossa).

Entendemos que os ja-encontrados sao os construtos que formam a
imagem de conceito de um individuo, pois eles se desenvolvem a medida que
ele passa a conhecer outras caracteristicas e propriedades relacionadas a um
conceito, enquanto os a-encontrar podem nao somente modificar a imagem
de conceito de um individuo, mas também vir a fazer parte dela, ao se tornarem
ja-encontrados.

2.3. Os Trés Mundos da Matematica e as Equacodes: desenvolvendo aspectos
do quadro tedrico

Thomas e Tall (2001) buscam discutir o desenvolvimento cognitivo da
Algebra observando o significado dado aos simbolos. Desta forma, distinguiram
trés niveis de Algebra: dlgebra de avaliacdo; dlgebra de manipulacao;
e dlgebra axiomatica. Na algebra de avaliacdo, expressdes algébricas podem
ser avaliadas dando-se valores para a variavel, o que permite, por exemplo, que
se veja a diferenca entre expressdes como 3+2-x e (3+2)-x e a equivaléncia
entre (3+2)-x e 5-x. Na élgebra de manipulacdo, expressdes algébricas nao sao
avaliadas, e sim manipuladas algebricamente, e a letra assume o papel de in-
cognita ou de varidvel em situacdes como resolucao de equacdes ou trabalho
com funcdes, respectivamente. Nessas situacdes, ndo se trabalha somente com
nameros, mas sim com a manipulacao de simbolos matematicos, o que inclui
operacdes com a incodgnita. Finalmente, na algebra axiomaética, os sistemas
algébricos, tais como espacos vetoriais ou sistemas de equacdes lineares, sao
manuseados por meio de definicdes e de demonstracdes. Isso acarreta uma
diferenciacao entre estruturas técnicas e axiomaticas.

A nosso ver, as algebras de avaliacao e de manipulacdo fazem parte
do mundo simbdlico, pela manipulacdo de simbolos algébricos. Entretanto,
quando se trata de numeros naturais sendo substituidos na incdgnita ou na
variavel, a algebra de avaliacdo pode-se atribuir um carater de pertencente
ao mundo corporificado, dada a relacdo que nimeros naturais tém com esse
mundo. Muitas vezes, a ideia relacionada a essa substituicio ou ao nimero
natural tem relacdo com a contagem, caracteristica do mundo corporificado.
Ja a algebra axiomatica tem caracteristicas do mundo formal.



Esta analise do desenvolvimento cognitivo especifica a Algebra permi-
tiu que discutissemos a resolucao de equacdes, tratando-as como equacoes
de avaliacdo (LIMA; TALL, 2008) e equacdes de manipulacio (LIMA, 2007),
e também relacionando esses tipos de equacdo com caracteristicas dos Trés
Mundos da Matematica. Nas equacdes de avaliacao, a incégnita ocorre em
um Gnico membro da equacido. No caso de equacdes lineares, elas sao do
tipo ax+b=c, com a,b,c € IR. Para resolvé-las, pode-se desfazer as operacoes
efetuadas sobre a incognita, isto é, fazer as operacdes inversas (Figura 3),
0 que é um tipo de avaliacdo da expressdao em um dos membros para se
obter o niimero presente no outro. Além disso, o sinal de igualdade, nesse
tipo de equacao, é visto como um operador (KIERAN, 1981), isto é, um si-
nal de “fazer alguma coisa”, em que a operacao antes dele deve ser realizada,
e o resultado da operacao deve ser colocado depois dele. J& nas equacdes de
manipulacao, a incégnita ocorre em ambos 0s membros, o que torna impos-
sivel desfazer as operacOes efetuadas sobre ela (LIMA; HEALY, 2010), como
na figura 4. Além disso, o sinal de igualdade em equacdes de manipulacao
deve ser visto como o que estd antes dele é igual ao que esta depois dele.

Figura 3 — Desfazendo as operacdes Figura 4 — Desfazendo as operacdes
em uma equacdo de avaliacdo. em uma equacdo de manipulacio.
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Fonte: Lima e Healy, 2010, p. 19. Fonte: Lima e Healy, 2010, p. 19.

Utilizamos esta classificacao também para equacdes quadraticas, consi-
derando que é possivel desfazer as operacdes efetuadas sobre a incdgnita em
equacdes na forma a(x + b)?+c=d, com a,b,c,d € R, 0 que as torna equacdes
de avaliacao, enquanto equacdes na forma ax?+bx+c=d (a,b,c,d € R) sdo equa-
coes de manipulacdo. Equa¢des na forma fatorada (a(x - x, )-(x - x, )=0) sao
consideradas equacdes de avaliacio, dado que é possivel obter as raizes delas
por um tipo de avaliacdo das raizes.

Tendo sido elaborada a partir de um estudo sobre desenvolvimento
cognitivo em Algebra (THOMAS; TALL, 2001), essa classificacio de equacdes



em avaliacdo e manipulacdo é (til porque permite que se analisem os ele-
mentos e caracteristicas possiveis de uma equacao, além de colaborar para o
entendimento de como um aluno percebe ou nao tais elementos e lida com
eles durante o processo de resolucdo de equacdes.

E importante ressaltar, entretanto, que, em nossas andlises, apesar de
classificarmos as equacdes lineares e quadraticas em avaliacdo e manipulacado,
evidenciamos que é a relacio entre o sujeito e a equacao, isto €, a maneira
com que o sujeito a resolve, que determina essa classificacdo. Por exemplo, um
individuo pode resolver uma equacio de avaliacao, como 5t-3=8, dizendo que
“passou o -3 para o outro lado, trocando o sinal”, o que entendemos como
manipulacdo de simbolos, e nio avaliacio, mesmo que essa manipulacao nao
se origine em principios algébricos.

Uma andlise do trabalho de alunos ao resolverem equacdes lineares e
quadraticas realizada a luz dos Trés Mundos da Matematica nos possibilitou
compreender o uso que alunos fazem dessas “regras”, usadas para resolver
equacdes, bem como dos significados que ddo para equacdes, para os simbo-
los utilizados nelas e principalmente para as resolucdes que apresentam.

Considerando os Trés Mundos da Matematica, analisamos que resolu-
cdes de equacdes baseadas em frases como “isolar o x”, “passar um ndmero
para o outro lado, trocando o sinal” ou “passar um ndmero para o outro lado,
colocando embaixo do que esta 14" sdo regras relacionadas a um movimento
de pegar um nimero e coloca-lo em outra posicio, uma acao corporificada,
e, ainda, acrescentar uma “magica” de “trocar um sinal” ou “colocar embaixo”.
Chamamos de “magica” essa modificacado que é feita no termo que se movi-
menta porque, aos olhos do aluno, ela pode parecer tao inexplicavel quanto
uma magica. A esse movimento, acrescido de uma magica que modifica o
termo movimentado, chamamos de corporificacio procedimental'> (LIMA;
TALL, 2008).

As corporificacdes procedimentais podem levar um aluno ao sucesso,
como o aluno que resolveu a equacdo 3x-1=3+x da forma apresentada na
figura 5.

15 Em inglés: procedural embodiment.



Figura 5 — Resolucdo para a equacdo 3x-1=3+x.

Fonte: Lima, 2007 p. 244.

E possivel que alunos que apresentem este tipo de resolucio utilizem
o principio algébrico de efetuar a mesma operacio em ambos os membros,
uma caracteristica do mundo formal. Porém, no caso, o aluno que apresentou
tal resolucio explicou

[..] eu copiei o 3x, passei 0 x que estava desse lado para o outro
lado da, do sinal, af ficou, tava positivo, ficou negativo. Ai eu
copiei o sinal de igual, passei o um pra esse lado, tava negativo
ficou positivo. Ai, ja tava o 3, eu copiei de novo. Ai, 3x menos x
deu 2x igual a 4. Ai x igual a 4 sobre 2, deu x igual a 2. (Trecho
de entrevista com aluno. LIMA, 2007, p. 245).

Essa explicacdo traz caracteristicas do mundo simbdlico, pois fala de
uma manipulacao de simbolos. Porém, as ideias de “passar”, “pegar”, “copiar’,
presentes na fala dele e de outros, remetem-nos a movimentos que sao carac-
teristicos do mundo corporificado.

Também em equacdes quadrdticas as corporificacdes procedimentais
podem aparecer, como no trabalho de um aluno que apresenta sua resolucao
para a equacao m?=9 como na figura 6, em que faz uma avaliacdo da equacao,
todavia ndo obtém as duas raizes. A explicacao dada por ele para o que faz
é que “a poténcia dois passa para o outro lado como raiz quadrada’, isto é,
uma nova corporificacdo procedimental, de movimentar um simbolo e acres-

centar uma “magica” de transformar uma poténcia em raiz.



Figura 6 — Resolucdo para a equacdo m?=9.

wh =9

Fonte: Lima, 2007 p. 27 3.

Essas falas de alunos sobre equacdes lineares sdo amplamente discutidas
na literatura em Educacao Matemaética, mas ndo ha mencio de falas como essa
ultima para quadraticas em outras pesquisas que conhecemos. Ainda assim,
as discussdes realizadas ndo trazem conclusdes satisfatorias, além de falta de
significado para simbolos algébricos. Com as andlises realizadas a luz dos Trés
Mundos da Matematica, entendemos que os alunos dao significados corporifi-
cados aos simbolos matematicos e as resolucdes de equacdes com as quais se
deparam. Dessa forma, entendemos que as corporificacdes procedimentais sao
o0 meio que eles utilizam para dar significado a esse trabalho. Ao criarem regras
sem nenhuma relacdo com os principios algébricos que governam a resolucao
de equacoes, eles correm o risco de gerar o que Sleeman (1984) chamou de
mal-rules.

3. MAL-RULES EM ALGEBRA E A RESOLUCAO DE EQUACOES

Nas décadas de 1980 e 1990, muitas foram as tentativas de se elabo-
rar sistemas inteligentes de tutoria'® para a deteccao de erros de alunos ao
trabalharem com resolucao de equacdes, bem como para buscar a “instrucao
corretiva apropriada”, que colaborasse para a superacao desses erros pelos
alunos. Essas tentativas necessitavam de modelos de comportamento dos
aprendizes, e, para a obtencao desses modelos, buscava-se estudar tal com-
portamento. Foi nessa busca que Sleeman (1984) encontrou as mal-rules.

' Em inglés: Intelligent Tutoring Systems — ITS.



3.1. Mal-rules: o inicio da discussao

Sleeman (1984) fez um levantamento e uma classificacio dos erros
encontrados no trabalho de 24 alunos, com média de idade de 14 anos,
considerados de habilidade mediana em Algebra. A partir desse levantamento,
Sleeman (1984) pode verificar a natureza dos erros dos alunos, e os chamou
de mal-rules, isto é, “Regras que ‘capturam’ um erro observado, por exemplo,
mudar o lado mas nao o sinal de um ntimero em uma equacao algébrica”
(SLEEMAN, 1984, p. 198, itilico do autor, traducdo nossa).

Esse trabalho de pesquisa realizado pelo autor consistiu em um ex-
perimento de duas fases. Na primeira, os alunos resolveram um conjunto
de tarefas contendo equacdes lineares com uma incognita, apresentadas no
Leeds Modelling System'” (LMS-II). Quatro meses depois, na segunda fase,
foi aplicado um teste com lapis e papel, e foram feitas entrevistas com alguns
desses alunos. Para esse trabalho, foram apresentadas tanto equacdes de
avaliacdo quanto de manipulacio. Sleeman (1984) nao faz qualquer dife-
renciacao entre tipos de equacio, ou mencao da posicao ou ocorréncia da
incognita nas equacdes que usa para esse trabalho. Assim, para a analise
dos dados coletados, ndo ha qualquer referéncia sobre mal-rules sendo mais
frequentes em um ou outro desses tipos de equacao.

O autor considera que ha diferentes tipos de mal-rules, de forma que
classificar os erros dos alunos é importante porque permite “dar a instrucao
corretiva apropriada” (SLEEMAN, 1984, p. 403). Logo, as mal-rules por ele
encontradas foram classificadas como sendo de manipulacdo, de anadlise,
de calculo'® e aleatorias. Vale destacar que nao foi apresentado neste trabalho
do autor como se elabora a instrucao “apropriada” mencionada por ele.

Uma mal-rule de manipulacio é “[..] uma variacdo de uma regra correta
que tem um subestagio omitido ou substituido por uma operacio incorreta
ou inapropriada” (SLEEMAN, 1984, p. 403, traducao nossa). Por exemplo, ao
resolver 6x=4(2x+3), um sujeito pode deixar de efetuar uma multiplicacao,
fazendo 6x=4x+12. Nesse exemplo, uma equacio de manipulacao foi transfor-
mada, e a propriedade distributiva da multiplicacdo sobre a adicao (uma carac-
teristica do mundo formal) foi utilizada de maneira errbnea. Entendemos que
h4, nessa transformacdo, uma falta de relacao entre mundos simbélico e formal.

17 Sistema desenvolvido pelo autor na Universidade de Leeds, Reino Unido.
18 Em Inglés: clerical mal-rules.



Sleeman (1984) acredita que a omissao de passos durante a resolucao
de uma equacao pode acarretar a ocorréncia de mal-rules de manipulacio.
Isso pode estar ligado a falta de percepcao dos simbolos matematicos como
conceitos, mas somente como processos (ou talvez somente procedimentos)
considerando a necessidade de escrever todos os passos de uma resolucao
para que nao ocorram mal-rules.

Mal-rules de andlise acontecem quando um aluno nao vé ou niao
analisa corretamente uma equacao algébrica, o que, para o autor, parece vir
de problemas de entendimento da notacido algébrica. Por exemplo, quando
a equacdo 6x=3x+12 é resolvida fazendo-se x+x=12+3-6. De acordo com o
autor, existe um mal-entendido com a notacao algébrica, que foi analisada
como soma, e nao como multiplicacdo. Tal mal-rule também pode ser resul-
tado da falta de compreensdo do que Dreyfus e Hoch (2004) chamam de
estrutura de uma equacao.

Por outro lado, se levarmos em conta as corporificacdes procedimentais,
parece-nos que, considerando que se deve “isolar o x”, os coeficientes dos
termos em x foram movimentados para o outro membro da equacao, permi-
tindo que o x ficasse isolado. Ao coeficiente 6 de x no primeiro membro foi
acrescentada a magica de se “trocar o sinal”. O mesmo ja ndo aconteceu com
0 x do termo em x que foi transportado do segundo membro para o primeiro,
0 que pode ser encarado como uma mal-rule de manipulacao.

Mal-rules de calculo sao caracterizadas quando acontece o que O au-
tor chama de escorregdes'’. Por exemplo, a equacao 10x=25 é resolvida

como X == ou 2x=6-5 resolvida como x=18. Na primeira, o sujeito pode

ter visto Olgomo 8, enquanto na segunda, pode ter ocorrido algum erro
aritmético. Considerando que elas sdao mais ligadas a aritmética do que a
estruturas algébricas, elas sao raramente discutidas nos trabalhos dos autores
que mencionam mal-rules.

Por fim, mal-rules aleatdrias, para o autor, sdo aquelas que nao podem
ser explicadas pelas mal-rules até entao levantadas por ele em suas pesquisas.
Ele conclui que a generalizacdo de regras de maneira inapropriada pode ser
um fator importante para explicar esses erros em Algebra. Além disso, Sleeman
(1984) acredita que alunos inferem regras a partir de exemplos, e nd3o a partir

de outras regras corretas. Por exemplo, em 3x=6, 0 nimero maior é dividido

'Y Em Inglés: slips.



pelo ndmero menor, resultando em x=2. Isso pode acarretar que, em exemplos
como, 4x=2, o aluno também divida 0 ndmero maior pelo menor, resultando
em um erro, fazendo x = % e, entdo, x=2. Nesse exemplo, apresenta-se a reso-
lucao de uma equacao de avaliacao por manipulacao. Em Lima e Tall (2008),
conjecturamos que a divisdo do nimero maior pelo menor, independente-
mente dos coeficientes apresentados na equacao, é resultado da utilizacao de
ja-encontrados criados pelos alunos ao aprenderem que, no conjunto dos na-
meros naturais, ndo é possivel dividir um ndmero menor pelo maior. Dessa for-
ma, entendem como errdéneo ter X = é como solucdo para a equacao 4x=2.

A andlise dos dados coletados por Sleeman (1984) evidenciou que,
apesar de muitos alunos terem cometido os mesmos erros precedentes, em
geral, eles tiveram melhor desempenho com lapis e papel do que quatro meses
antes com LMS-II. Além disso, nas entrevistas, foi constatado que alunos bus-
cavam um valor para a incdgnita (como tentativa e erro, e ndo como avaliacao
ao desfazer as operacdes efetuadas sobre a incdgnita ou pela percepcio de um
ndmero que satisfaz a equacao) e isso fazia com que eles, ao resolverem, por
exemplo, 3-x=2, dessem como resultado x=—1.

Também ocorreram situacdes em que alunos dao diferentes valo-
res para cada incognita presente na equacao e que eles acreditam que ha
maneiras diferentes de resolver uma mesma equacao, mesmo que cada uma
dessas diferentes maneiras resulte em valores diferentes para a incognita.
Tal crenca implica falta de compreensao de caracteristicas formais para a reso-
lucdo de equacoes. Apresentaram mal-rules insistentes e consistentes. Apesar
desses achados, os dados coletados nas entrevistas também evidenciaram alu-
nos que foram capazes de usar regras corretas e de explicar a impossibilidade
de usar as regras incorretas que eles mesmos usaram quatro meses antes.

3.2. Mal-rules: aprofundando a pesquisa

Em uma tentativa de estender e aprofundar o estudo sobre as
mal-rules, Payne e Squibb (1990) fizeram uma analise dos protocolos de
alunos entre 13 e 14 anos de trés escolas de Lancaster (Reino Unido), com
os objetivos de levantar as mal-rules por eles usadas, buscar quais mecanis-
mos geram mal-rules e as implicacdes delas para os chamados escorregoes
(quando o aluno tem intencao de usar um procedimento correto, mas o



faz de maneira incorreta) e erros?® (quando tem a intencao de usar um
procedimento incorreto). Nas trés escolas, foram usados dois conjuntos de
atividades diferentes, compostos por equacdes lineares com uma incégnita e
com solucdes inteiras. Todas as equacdes utilizadas sao do mesmo tipo das
usadas por Sleeman (1984).

Os alunos escolhidos para participar da pesquisa foram apontados
pelos seus professores como capazes de responder pelo menos metade das
questdes corretamente, mas nao todas. Na primeira escola, os dois conjun-
tos de atividades foram aplicados, cada um em uma aula de 50 minutos de
duracdo. Em um deles, os alunos deveriam responder a todas as questdes,
enquanto, no outro, deveriam responder somente aquelas que eles tinham
certeza de que conseguiriam responder corretamente. Na segunda escola,
os mesmos dois conjuntos de atividades foram aplicados em duas aulas de
50 minutos de duracdo cada. Em ambos os conjuntos, os alunos deveriam
responder todas as questdes, mostrando os passos intermediarios e dando
um grau de confianca para cada resposta, de 1 a 5, em que 1 representa que
o aluno tem pouca confianca de que a sua resolucdo esta correta, e 5, que o
aluno esta confiante de que sua resolucao esta correta. Foram analisados no
total os protocolos de 86 alunos.

Nesse estudo, foram levantadas 99 mal-rules, inclusive algumas diferen-
tes das levantadas em estudos anteriores por outros pesquisadores. Dentre as
mal-rules apresentadas por Payne e Squibb (19290), temos, por exemplo, que
ax+b(x+c)=dx é transformada em ax-(x+c)=dx-b, ou mesmo ax=>b transforma-
da em x=b+a. Esta tltima também foi reportada por Cortés e Kavafian (19299).

O primeiro exemplo dado é uma equacio de manipulacao, enquanto
o segundo é uma equacdo de avaliacao. Ambas, entretanto, foram resolvidas
como se fossem de manipulacdo, pois os termos parecem ter sido movidos de
um membro a outro. Entendemos que, mesmo tendo elas diferentes caracte-
risticas, 0 mesmo tipo de erro, ou mal-rule, é relatado. “Passa-se para o outro
[ado” um ntmero sem que seja feita uma relacdo entre esse “movimento” e ca-
racteristicas do mundo formal. Outra mal-rule frequente na pesquisa de Payne
e Squibb (1990) é a troca de membros, mas ndo a troca de sinais, como, em
ax+b=cx+d, que é transformada em ax+cx=b+d, que também pode ser explica-
da pela mesma dificuldade de se trabalhar com o mundo formal.

20 Em Inglés: mistakes.



Os autores concluem que os erros por eles encontrados nao se classi-
ficam em escorregdes ou erros, mas sdo uma composicao de ambos. Ainda,
que os erros apresentados nao sao simplesmente de natureza sintatica, pela
dificuldade de manipulacdo de simbolos, que, para eles, é puramente formal.
Existem restricdes semanticas: para eles, o significado atribuido aos simbolos
interfere no uso de mal-rules. Entretanto, eles nao discutem quais significados
podem ser atribuidos aos simbolos matematicos.

Payne e Squibb (1990) concluem também que, ao contrario do que afir-
mou Sleeman (1984), a ocorréncia da mesma mal-rule nao é frequente. Mal rules
sdo instdveis e podem nao ocorrer em todos os tipos de tarefa que as suportaria.
Esse resultado também contradiz os invariantes operatoérios levantados por Cortés
e Pfaff (2000), no que se refere as regras usadas pelos sujeitos de pesquisa desses
ultimos pesquisadores. No caso da pesquisa deles, 0 mau uso de regras também
nio aconteceu sempre com a mesma frequéncia, nem em todas as tarefas em
que elas poderiam ocorrer. Ainda, existem alguns alunos, chamados por Payne e
Squibb (1990) de “idiossincraticos”, cujos erros ndo podem ser explicados por
mal-rules, por exemplo aqueles em que duas ocorréncias da incdgnita resultam
em dois valores diferentes sendo atribuidos a ela.

3.3. Uma discussio sobre o uso de mal-rules na resolucao de equacoes

A discussdo de Sleeman (1984) para mal-rules apresentadas pelos par-
ticipantes da sua pesquisa para a resolucao de equacdes parece evidenciar que
a origem delas esta em interpretacdes de frases como “isolar o X, “passar para
o outro [ado e mudar o sinal” ou “passar para o outro lado e colocar embaixo
do que esta [4”. Tais frases acabam por se tornar regras, que Linchevski e Sfard
(1991) acreditam ser sem sentido para os alunos os quais as utilizam.

A partir do quadro tedrico dos Trés Mundos da Matemaética, compre-
endemos que essas regras carregam consigo ideias corporificadas de que um
simbolo matematico pode ser “pego” e “colocado” do outro lado de uma
equacdo. Entretanto, nao é possivel simplesmente fazer essa transposicio de
termos, pois ela deve ser acompanhada de uma “magica” de “mudar o sinal”,
ou “colocar embaixo”, como definimos nas corporificacdes procedimentais.
Payne e Squibb (1990) também afirmam que os erros cometidos pelos alu-
nos estao principalmente relacionados ao significado incorreto que eles dao
a equacdes, e ndo a manipulacao incorreta de simbolos.



Em Lima e Tall (2006), discutimos diferentes significados dados por alu-
nos a equacoes e aos simbolos que as formam. No caso do uso de mal-rules,
entendemos que, sendo uma regra desconectada de caracteristicas do mundo
formal, o aluno pode perder o discernimento de em qual situacdo uma dada
“magica” é mais apropriada que a outra. Assim, ele pode acreditar ser possivel
resolver uma mesma equacdo de maneiras diferentes, que resultam em diferen-
tes raizes. Por outro lado, ele também pode acreditar que equacdes com a mes-
ma estrutura podem ser resolvidas de maneiras diferentes, como os exemplos
de equacao dados por um aluno de ensino médio (Figura 7), em que ele resol-
ve trés equacdes na forma ax+b=c, com a,b,c € Z utilizando regras diferentes.

Figura 7 — Resoluc®es para equaces lineares.
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Fonte: Lima, 2007 p. 175.

4. EM BUSCA DE SOLUCAO PARA MAL-RULES: ALGUMAS ABORDA-
GENS DE ENSINO

Nossa crenca é a de que ndo somente devemos detectar os erros co-
metidos pelos alunos e buscar meios de compreender porque eles acontecem,
mas também buscar maneiras de colaborar para que eles possam ser superados.
Como relatamos, Sleeman (1984), Payne e Squibb (1990) nao mencionam
como uma “instrucdo apropriada” pode ser feita. ] Freitas (2002) sugere que
se dé significado aos simbolos utilizados em equacdes, sem também discutir
que tipo de significado este deve ser. Nossa conjectura é a de que os signifi-
cados dados sido corporificados, e as regras ligadas ao mundo simbdlico estao
desconectadas de caracteristicas do mundo formal.

Duas abordagens de ensino para equacdes lineares parecem ser mais
discutidas na literatura em Educacdo Matematica. Uma delas é de ensino por
meio do modelo geométrico de comparacao entre areas de figuras planas



(retdngulos) e a outra, o0 modelo da balanca, que é baseado em uma balanca
de dois pratos, em que cada prato representa um dos membros da equacao e
o equilibrio entre os pratos representa a igualdade. Ambos os modelos usam
entidades fisicas ou representacdes associadas a elas. Esses modelos concretos
podem dar algum tipo de significado fisico para os simbolos algébricos a eles
associados. Equacdes, tanto de avaliacio quanto de manipulacdo, podem ser
discutidas e ensinadas por meio deles. Muitos sio, porém, os pesquisadores
que discutem esse tipo de modelo. Dentre eles, estdo Filloy e Rojano (1989)
e Vlassis (2002).

Ao trabalharem com esses modelos concretos, Filloy e Rojano (1989)
observaram, entre outras consideracdes, a perda temporaria de habilidade para
resolver equacdes que chamamos de avaliacdo, a fixacdo no modelo e a pre-
senca de obstaculos peculiares a cada um deles, como, 0 uso de niimeros nao
inteiros no modelo geométrico e 0 uso de niimeros negativos no modelo da
balanca. Além disso, a automatizacdo com os modelos acarretou erros associa-
dos a sintaxe algébrica, como, por exemplo, somar ou subtrair coeficientes de
incodgnitas com graus diferentes.

Vlassis (2002) percebe, também, dificuldades dos alunos pesquisados
em desconectar a resolucao da equacao do modelo da balanca, isto é, de
transpor as ideias corporificadas utilizadas para o mundo simbdlico, e que
ainda tinham problemas com nudmeros negativos. A autora conjectura que a
dificuldade dos alunos pode estar no grau de abstracdo da equacao.

Para Vlassis (2002), o modelo da balanca foi uma metafora atil para
todos os alunos participantes da pesquisa darem significado ao sinal de igual
como uma igualdade entre os dois membros da equacdo, bem como com-
preenderem o método de efetuar a mesma operacao em ambos os membros.
Entretanto, o modelo falha em ser significativo para muitos alunos, em situa-
c¢des mais gerais, envolvendo subtracdes e nuimeros negativos. Fazer relacao
com um modelo concreto pode ser suporte em situacdes em que ele é dire-
tamente aplicavel, mas pode causar um impedimento quando ele ndo mais se
aplica em um contexto diferente.

Considerando as dificuldades apresentadas com o uso de modelos con-
cretos para o ensino de equacdes, buscamos abordagens que enfatizassem
caracteristicas de outros mundos, ndo somente o corporificado, como é o caso
dos modelos concretos. Uma possibilidade seria permitir que o préprio aluno
utilizasse seus ja-encontrados para resolver equacdes. Para isso, Koch (2010)



apresentou equacdes quadraticas de avaliacao e de manipulacdo a grupos de
dois ou trés alunos de 82 ano do Ensino Fundamental, totalizando 10 alunos
de uma escola publica de Jundiai/SP.

Um total de 14 equacdes, 10 de avaliacio e quatro de manipulacio,
foram apresentadas uma a uma a cada um dos grupos, e foi solicitado que
eles descobrissem como resolvé-las. Vale ressaltar que esses alunos ainda nao
haviam estudado a resolucdo de equacdes quadraticas.

Gostariamos que, sem ter como jd-encontrado uma férmula ou um mé-
todo especifico de resolucdo, esses alunos pudessem pensar em maneiras de
resolver equacdes quadraticas que relacionassem caracteristicas do mundo for-
mal a caracteristicas simbdlicas e talvez até corporificadas. Isso permitiria que
eles fizessem uma jornada pelos Trés Mundos da Matematica que enriqueceria
a sua imagem de conceito de equacao.

Os resultados evidenciaram que as resolucdes apresentadas pelos alu-
nos participantes para as equacdes de avaliacio foram baseadas em dois tipos
de avaliacdo: aquelas em que eles percebiam uma ou ambas as raizes (como
na Figura 8), e aquelas em que eles desfaziam as operacdes efetuadas sobre a
incognita (como na Figura 9).

Figura 8 — Resolucdo para a equacdo 4 = x% Figura 9 — Resolucdo para
a equacdo x> = 9.

b}d_—.x:—

Fonte: Koch, 2010, p. 90. it

Fonte: Koch, 2010, p. 91.

Ja as equacdes de manipulacao trouxeram muitas dificuldades para
os alunos. Os ja-encontrados deles nio foram suficientes para que traba-
lhassem com esse tipo de equacdo. Por exemplo, apesar de terem estudado
fatoracdo e quadrados perfeitos, eles ndo utilizaram esses conhecimentos



para transformar as equacdes quadraticas de manipulacao para resolvé-las.
Isso gerou a utilizacdo de regras ou mal-rules que até mesmo nao sao apro-
priadas para quadraticas, como se apresenta na figura 10.

Figura 10 — Resolucido da equacdo x2+4x+2=0.
K} +dx + 2 =0

e

Fonte: Koch, 2010, p. 128.

Com esta pesquisa, foi percebido que é possivel aos alunos relacionar
principios algébricos a resolucdo de equacdes, por exemplo, que o valor de
incognita deve satisfazer a equacio, bem como o mesmo valor deve ser substi-
tuido em todos os termos que tenham a incégnita. Por outro lado, também se
evidenciou que a manipulacao algébrica, parte do mundo simbdlico, necessaria
para a resolucdo de equacdes quadraticas ndo se faz presente na imagem de
conceito desses alunos. Mais discussao sobre a relacdo entre manipulacdes
algébricas conhecidas e a resolucao de quadraticas se faz necessaria.

Essas dificuldades com o mundo simboélico também foram perce-
bidas em Santos (2011), em cuja pesquisa a mesma estratégia de colo-
car os alunos em tentativas de resolver equacdes quadraticas foi utilizada.
Entretanto, desta vez, foi utilizado o software Aplusix?' para a resolucao
de equacdes. Esse software enfatiza principalmente a manipulacdo sim-
bélica, entdo entendemos que ele colocaria o mundo simbdlico em evi-
déncia. Foi observado que, da mesma forma que em Koch (2010), as
equacdes de manipulacio foram aquelas em que os alunos apresentaram
maiores dificuldades, justamente por nio terem familiaridade com essa

21 <http://www.aplusix.com>.



manipulacdo. Por outro lado, diferentemente do que em Koch (2010),
os alunos participantes da pesquisa de Santos (2011) também tentaram
resolver equacdes de avaliacio por meio de manipulacdes simbdlicas,
gerando mal-rules ou corporificacdes procedimentais justamente pela difi-
culdade ou pelo desconhecimento de como lidar com o mundo simbdlico.
Observa-se, entio, que a énfase no mundo simbdlico ndo permitiu que
relacdes entre ele e o mundo formal fossem estabelecidas.

5. FINALIZANDO NOSSAS REFLEXOES

Neste texto, apresentamos as mal-rules criadas por Sleeman (1984) e
depois estendidas por Payne e Squibb (1990) para explicar erros efetuados por
alunos na resolucao de equacdes lineares. Fizemos, também, uma discussao a
luz dos Trés Mundos da Matematica, que possibilitou um novo olhar sobre
elas. Além disso, apresentamos algumas abordagens de ensino que procuraram
ajudar alunos a supera-las.

Nessa nossa jornada pelos mundos matematicos tentando explicar e
refletir sobre mal-rules, percebemos que elas parecem ser inerentes ao trabalho
dos alunos com equacdes, isto é, mesmo sendo geradas diferentes mal-rules
em diferentes escolas, como relatado por Payne e Squibb (19920), ainda assim
sdo geradas mal-rules.

Apesar de Sleeman (1984) ter distinguido quatro categorias de
mal-rules, entendemos que trés delas (com excecdo das mal-rules de
calculo) tém caracteristicas similares e podem ser explicadas pelas corpo-
rificacdes procedimentais. Isso nos permite compreender os significados
dados a alunos a equacdes e aos simbolos que as compdem, e também
aos passos de resolucio que eles efetuam. Nao estando conscientes da li-
gacao entre as regras que conhecem e os principios algébricos que regem
a resolucao de equacdes, os alunos pesquisados parecem dar significados
corporificados aos simbolos, ja nao os veem, pois, como proceitos, como
esperado. Eles sdo entidades fisicas que podem ser movimentadas de
um lado a outro. Sendo assim, qualquer das regras pode ser utilizada em
qualquer momento, entdo um termo qualquer, ou mesmo o coeficiente de
um termo “passa para o outro lado” “mudando o sinal”, “embaixo do que
esta 14", ou qualquer outra magica que julgue aplicavel.



O uso dessas regras prejudica o desenvolvimento de uma imagem de
conceito rica, nao somente pelos problemas causados por elas em resolver
equacdes, mas também por elas nao conterem elementos que relacionem to-
dos os mundos matematicos. Uma imagem de conceito desenvolvida somente
por regras dificulta até mesmo que algum a-encontrar encoraje o aluno a refle-
tir sobre seu entendimento de equacdes, questiona-lo ou modifica-lo.

O mais importante, a nosso ver, é notar a falta de caracteristicas formais
no trabalho desses alunos. Todas as pesquisas relatadas neste capitulo afirmam
que raramente um aluno explicita os principios algébricos necessarios para a
resolucdo de equacdes. Sem eles, ndo se pode compreender a manipulacao
algébrica caracteristica do mundo simbdlico e tao necessaria para equacoes.
Como se vé, principalmente com equacdes quadraticas, a falta de familiarida-
de com o mundo simbdlico e a compreensdo dos simbolos como proceitos
impedem o desenvolvimento de conceitos algébricos que traga sucesso ao se
lidar com eles, e ndao colabora com o desenvolvimento de uma imagem de
conceito rica.

Nossas tentativas de abordagens de ensino para equacdes nao foram
completamente satisfatdrias, mas nos permitiram compreender que é preciso
enfatizar as relacdes existentes entre os mundos corporificado, simbdlico e
formal, pois, sem essas relacdes, tendo o foco em caracteristicas de somente
um deles, mal-rules ou outras formas de erros sao criados, impedindo o desen-
volvimento cognitivo do aprendiz no que se refere a equacoes.
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CAPITULO 3

77/
PARA FALAR EM ERRO?: UM MOSAICO?

A avaliacao realizada na sala de aula deve ser entendida como um pro-
cesso Unico e continuo, que se inicia no primeiro dia de aula e s6 termina no
ultimo, uma vez que visa auxiliar os processos e progressos da aprendizagem
do aluno e do professor ocorridos durante todo o ano letivo. Essa é a orien-
tacao presente, ja nos anos 1990, em documentos norteadores da pratica
pedagdgica, como, por exemplo, os Parametros Curriculares Nacionais — PCN
(BRASIL, 1998) que apontam perspectivas para objetivos, funcdes e instru-
mentos de avaliacdo. No entanto, a avaliacao escolar praticada ainda hoje em
um grande numero de escolas parece estar mais voltada ao cumprimento de
normas burocraticas, classificacdo, punicao dos alunos. Ou seja, a mudanca do
discurso sobre as perspectivas de avaliacao, presente nos documentos curricu-
lares ou em estudos publicados, ndao tem sido suficiente para provocar uma
efetiva mudanca na pratica avaliativa. A avaliacdo ainda se apresenta como uma
“pedra no caminho” de professores e alunos.

A avaliacdo como pratica de investigacao é uma alternativa para a re-
construcdo do processo de avaliacio que tem o sentido de promover uma
comunicacdo entre os participantes dos processos de ensino e de aprendiza-
gem e entre as diferentes maneiras de lidar?* com os conhecimentos presentes

22 Para este texto, tomou-se como base estudos desenvolvidos no interior do GEPEMA, parte da
sua producdo, que geraram dissertacdes e teses, em particular o de Ciani (2012). Esse grupo tem
se debrucado sobre uma perspectiva de avaliacio como pratica de investigacio e oportunidade
de aprendizagem e sobre a andlise da producdo escrita em questdes de matematica resolvidas
por alunos e por professores. O Grupo de Estudo e Pesquisa em Educacio Matematica e Ava-
liacio — GEPEMA - estd constituido no Departamento de Matematica da Universidade Estadual
de Londrina - PR Disponivel em: <http://www.uel.br/grupo-estudo/gepema/>.

23 Trabalho composto de pedacos justapostos.

24 “Maneiras pelas quais os sujeitos interpretam o enunciado, elaboram estratégias e utilizam
procedimentos para resolver uma questdo, que, em muitos casos, sao resultantes de processos
sistemadticos, tanto sintdticos como semanticos, os quais eles préprios constroem.” (VIOLA DOS
SANTOS, 2007 p. 22).



no ambiente escolar, quer sejam dos alunos, quer dos professores, para com
isso interpretar e comunicar aos alunos e professores os indicios de seus mul-
tiplos conhecimentos e de suas maneiras de lidar com as situacdes escolares.
Essa necessaria reconstrucao faz parte de uma pratica pedagdgica comprometi-
da com o respeito as diferencas, com a inclusdo, entre outros.

Nessa direcdo, segundo Buriasco e Soares (2008, p. 110), “a avaliacao
da aprendizagem matematica deve ser vista como um processo de investigacao,
uma atividade compartilhada por professores e alunos, de carater sistematico,
dindmico e continuo”. Nesse processo, pode-se utilizar diferentes instrumentos,
contudo, a prova escrita ainda tem sido o mais utilizado, sendo muitas vezes
0 unico. Instrumentos ndo sio inerentemente bons ou ruins, uma vez que o
valor de um instrumento estd na utilizacao que se faz dele. Para Hadji (1994,
p. 168), um instrumento adequado para avaliacao é aquele que permite um
dialogar com o aluno enquanto esta envolvido com sua aprendizagem.

Mesmo utilizando uma prova escrita, por meio da analise da producao
escrita de alunos, os professores podem sair de uma cultura que utiliza um
modus operandi baseado no Principio do Terceiro Excluido?> “correto/incor-
reto”, intimamente ligada a exclusio e a competicao, para uma cultura de
reconhecer uma multiplicidade de maneiras de lidar com o conhecimento e,
por meio dessa pratica, buscar reconhecer que a complexidade e a heteroge-
neidade podem ajudar a ampliar os modos de produzir significados. Segundo
Buriasco e Soares (2008, p. 111),

ao incentivar o professor a registrar, comparar e analisar a produ-
cdo de seus alunos, no dia a dia da sala de aula, tem-se como
perspectiva valorizar o didlogo sobre as investigacOes que tanto ele
quanto seus alunos fazem a respeito do conhecimento matematico,
durante o processo de aprender e ensinar matemadtica na escola.

Por conseguinte, além de a anélise da producdo escrita se apresentar como
uma estratégia para implementacao da avaliacao como pratica de investigacao,
ela se mostra como um caminho para conhecer miultiplos aspectos da atividade
matematica dos alunos e, também, como uma possibilidade para capacitar o
professor e reorientar sua pratica pedagoégica, inclusive para estabelecer conexdes
entre um modo particular de representar utilizado com um mais formal.

25 Uma coisa ou € verdadeira ou é falsa, nao havendo outra possibilidade.



O papel do contexto das tarefas de avaliacdo no desempenho dos alu-
nos é um aspecto da atividade matematica deles, propicio de ser investigado
por meio da producio escrita. Como uma tarefa elaborada em contexto estri-
tamente matematico, ou em um fantasioso, ou em um da vida cotidiana, ou em
um com uma roupagem da vida “pratica”, pode influenciar o desempenho dos
alunos? Os contextos dessas tarefas oportunizam acessibilidade para os alunos
interpretarem o enunciado, elaborarem estratégias, utilizarem procedimentos e
apresentarem uma resposta? Essas inquietacdes estdo presentes em trabalhos
de participantes do GEPEMA que tratam dessa temética relacionada a avalia-
¢cao como pratica de investigacio e a atividade matematica dos alunos.

A preocupacdo com os contextos dos problemas no ensino e na apren-
dizagem de Matematica permeia grande parte da obra de Freudenthal. Os con-
textos estao relacionados com as situacdes que podem originar algum problema.
Esse autor defende que o contexto dos problemas pode exercer uma influéncia
direta na maneira de lidar com eles e classifica os contextos dos problemas em
matematicamente ricos ou pobres. Um contexto é tanto mais rico quanto mais
possibilidades de matematizacao ele propicia ao estudante.

Os trabalhos de Kastberg et al. (2005) e de D’Ambrosio et al. (2004)
indicam que os contextos podem representar um papel intermedidrio no que
se refere a privilegiar um dominio de conhecimentos em relacio a outro ou de
estabelecer relacdes entre eles. Analisando alguns itens considerados contex-
tualmente ricos, essas autoras apontam que, em alguns casos, os alunos privi-
legiam o dominio de conhecimento matematico em relacdo ao de histdria, em
uma questao que envolve esses dois dominios. Em outros casos, eles negociam
algsumas construcdes de diferentes dominios do conhecimento e, nesses casos,
ha evidéncias de tentativas de integracao entre os dominios. Isso pode indicar
que o contexto do problema que envolve diferentes dreas de conhecimento
parece exercer influéncias nos processos de resolucio dos alunos.

A consideracdo de que a matematica também deve ser til para pes-
soas comuns na vida didria acarretou colocar mais énfase na relacao entre
a matematica e o mundo cotidiano e essa é uma tendéncia que aparece
em propostas curriculares com frequéncia. A par disso, criou-se também um
viés na compreensao da expressdo realistica tomando-a como sindnimo
de cotidiano. A expressao “realistica” refere-se nao apenas a uma conexao
com o mundo real, mas principalmente a ideia de oportunizar aos estudan-
tes situacdes que eles possam imaginar. Em textos de autores da Educacio



Matematica Realistica (RME), a traducao do verbo holandés “zichREALISEren”
é “imaginar”. Entao, o sentido de tornar algo “real” na mente dos estudantes
é que da a RME esse nome. Situacdes realisticas ndo sjo restritas a0 mundo
fisico ou social, sao aquelas que o estudante pode imaginar de modo a opor-
tunizar alguma matematizacao.

Na perspectiva da RME, as situacdes realisticas sao utilizadas como
fonte e como 4rea de aplicacdo para o ensino de matematica e para a ava-
liacdo, cujo objetivo principal é contribuir com o processo de aprendiza-
gem, favorecendo, por exemplo, a superacdo de dificuldades desse mesmo
processo. Por meio dela, o professor busca informacdes, pistas, indicios a
respeito dos processos de aprendizagem dos estudantes, a fim de que essas
informacdes orientem as tomadas de decisdes educacionais particulares
(VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN, 1996). Desse modo, a avaliacao é utili-
zada para regular e guiar o processo de aprendizagem.

A avaliacdo é uma das praticas educativas presentes na sala de aula e,
apesar de ndo ser possivel pensar em mudancas na educacao sem pensar em
mudancas na avaliacao, ndo se pode esquecer de que

[..] mudanca efetiva na avaliacio em sala de aula representa mu-
danca na concepcido: do processo de ensino e aprendizagem, do
papel do professor e do aluno, de como o professor lida com
contetdos que ensina, de como compreende a maneira como
os alunos lidam com esses mesmos contetidos entre outras mu-
dancas. (BURIASCO; SOARES, 2008, p. 113).

Van den Heuvel-Panhuizen (1996) considera que a avaliacao de ca-
rater formativo é a forma desejavel de avaliacio na RME e menciona que
Freudenthal, em 1976, ja era fortemente a favor dessa forma de avaliacdo
que pode ser favorecida, por exemplo, por meio da utilizacdo de problemas
adequados; da analise da producao escrita dos estudantes; do fornecimento
de feedbacks aos envolvidos nos processos de ensino e de aprendizagem;
da conducao de discussdes com os estudantes. Essa mesma autora afirma
que a avaliacdo proposta na perspectiva da RME pode ser descrita como
“avaliacdo didatica”, ou seja, o propdsito, o contetido, os métodos aplicados
e os instrumentos utilizados sao de natureza didatica. Afirma também que o
contetdo da avaliacao deve ser abrangente no que se refere a cobrir todos
os niveis de compreensdo que os alunos tenham.



Freudenthal (1973), Van den Heuvel-Panhuizen (1996) e De Lange
(1999) enfatizam a importancia da avaliacio no ensino da Matematica. Para
eles, a avaliacdo ndo deve ter como objetivo primeiro certificar, selecionar ou
classificar os alunos, mas fornecer informacdes para que os professores possam
aprimorar suas praticas de ensino a fim de que os alunos tornem-se matema-
ticamente letrados, “autores” de seu conhecimento, [embrando sempre que
uma das metas fundamentais da educacao é o desenvolvimento da autonomia.
Segundo os mesmos autores, 0 estudante tem o direito de saber se ele real-
mente aprendeu alguma coisa e, para isso, a avaliacio deve fornecer feedbacks
genuinos a respeito dos seus processos de aprendizagem.

Tomando a avaliacao nessa configuracao, observar um estudante duran-
te sua atividade matematica é mais informativo do que atribuir notas aos seus
trabalhos escritos, uma vez que os estudantes podem passar por varios niveis
de matematizacdo, apoiados na utilizacdo de contextos e modelos, o que favo-
rece o desenvolvimento de sua prépria matematica, e, quando se coloca muita
importancia em um trabalho pontual apenas para a atribuicio de uma nota,
ha o risco de o programa curricular se adequar ao ensino apenas para que 0s
alunos se saiam bem nos exames.

As caracteristicas da avaliacio na RME sao apresentadas por Van den
Heuvel-Panhuizen (1996) como sendo uma representacao de sua natureza
didatica e, nela, do papel crucial atribuido as tarefas. Algsumas dessas caracte-
risticas sao:

¢ a finalidade primeira e principal da avaliacdo é reforcar a aprendiza-

gem e O ensino;

e 0s métodos e os instrumentos de avaliacao devem ser tais que permi-

tam ao aluno demonstrar mais o que sabe do que o que ele nio sabe;

e a utilizacdo de diferentes instrumentos de avaliacdo é necessaria ja

que todos os niveis de competéncias devem ser avaliados e nao sé as

de nivel mais elementar;

e 0s estudantes devem ter oportunidades para receber feedback real a

respeito do seu trabalho;

¢ a qualidade das tarefas de avaliacido ndo é determinada pela sua pro-

ximidade com o objetivo de pontuacdo, ou, pela frequéncia de acerto,

mas pela sua autenticidade, equidade, pela medida do atendimento de
seu carater didatico.



De acordo com esses principios, a avaliacdo ndo deve ser feita apenas para
cumprir as exigéncias burocraticas da escola, por exemplo, para informar os pais
sobre o desempenho de seus filhos, para rotular os alunos em bons ou maus.

Na perspectiva da RME, é desejavel que os estudantes tenham um papel
ativo na construcao de seu conhecimento matematico, de modo que, com isso,
aprendam a “fazer matematica” como uma realizacao, ou seja, matematica como
um processo, uma acao, uma maneira de proceder, n30 como uma ciéncia es-
tatica, pronta e acabada. Matematica como o “realizar” e ndo como o resultado.
Por meio da matematizacido, o aluno pode mostrar o que sabe. Uma tarefa de
avaliacdo apropriada é aquela que contempla problemas os quais possibilitem
matematizacao, que pode ser resolvida em diferentes niveis de compreensao e
oferece oportunidade para os alunos construirem suas proprias respostas, assim,
tanto os que ja dominaram o conteido em um nivel desejado quanto os que
ainda estao nesse processo podem se envolver com a tarefa.

Engana-se quem pensa que trabalhar situacdes matematizaveis com os
alunos acontece na forma “cada um por si”. As discussdes em sala de aula
proporcionam um ambiente no qual os alunos sdo incentivados a organi-
zar, mostrar e defender suas producdes, ideias e argumentos, tanto para o
professor, quanto para os outros colegas, e assim podem ser consideradas,
também, como fonte importante para a coleta de informacdes sobre o po-
der matematico dos alunos. Além disso, esse tipo de interacdo em sala de
aula possibilita a exploracdao de diferentes estratégias para abordar as tarefas,
diferentes resolucdes e respostas para um mesmo problema, contribuindo
para a visao da matematica como atividade humana.

Na RME, observacdes dos professores relativas as acdes dos alunos po-
dem ser tomadas como uma pratica de avaliacao, pois fornecem informacdes do
processo que vao além de simples percepcdes comportamentais, uma vez que
focam a compreens3o, as estratégias e os insights durante a realizacdo das tare-
fas. Como as observacdes acontecem enquanto os alunos estdo envolvidos nas
tarefas, as informacdes obtidas por meio delas podem gerar intervencdes ime-
diatas para ajudar os alunos nos seus processos de aprendizagem. Observacdes
sistematicas dos estudantes fazendo matematica, de como eles trabalham bus-
cando elaborar suas proprias respostas, sao indicadores mais auténticos da sua
aprendizagem do que testes compilados pela totalizacao do niimero de respostas
corretas. Dai a importancia dada as discussdes e a observacdo como fontes de
informacdo para os processos de ensino e de aprendizagem.



Na avaliacdo escolar, uma ideia comum, quando se utiliza o instrumento
prova escrita, é a de que algumas questdes devem ser pouco acessiveis aos alu-
nos com o intuito de assegurar a sua “eficacia”. Contudo a eficacia da avaliacdo
refere-se a fornecer informacdes confidveis e quanto mais informacdes os alunos
tiverem sobre como sio avaliados, melhor poderdo mostrar o que sabem de ma-
neira possivel de ser identificada. Na perspectiva proposta pela RME, considera-se
que os alunos aprendem melhor com um processo de avaliacdo transparente
e aberto, no qual alunos e professores discutem e negociam uma espécie de
contrato de avaliacdo. Nessa perspectiva, a proposta de como se desenvolvera o
processo de avaliacdo, incluindo pontuacdo e classificacao, se houver, deveria ser
aberto aos estudantes. Por meio de um contrato de avaliacdo, o professor pode
explicar suas intencdes e objetivos aos alunos, apresentar a maneira cComo costu-
ma pontuar as suas producdes.

Uma acdo necessadria a pratica docente para ajudar os alunos na sua apren-
dizagem ¢é a de fornecer-lhes feedback. Isso significa dar informacdes confidveis
que descrevam e gerem discussdao a respeito do desempenho dos alunos em
determinada situacao ou atividade. Uma das intencdes de fazer isso é a de servir
de mote para a reflexao critica da aprendizagem, indicada pelo desempenho do
aluno observado pelo professor.

Um feedback pode gerar conscientizacio significativa a medida que pode
provocar, no aluno, uma participacdo mais ativa na regulacio da sua aprendiza-
gem. A falta de feedback, muitas vezes, causa no aluno uma falta de confianca e
um sentimento de “estar perdido”, sem saber o que fazer diante de sua producao.
A acado de o aluno rever a estratégia adotada, os procedimentos desenvolvidos,
as decisdes tomadas, suas conclusdes, pode ser originada por um feedback no
contexto de uma pratica reflexiva. O poder de um feedback depende da qualida-
de das informacdes obtidas por meio de instrumentos consistentes e confiaveis,
da responsabilidade reciproca entre professor e aluno na busca da aprendizagem.

Para De Lange (1999), sem o apropriado feedback, o papel da avaliacao
como contribuinte do processo de aprendizagem fica ameacado. Um aluno
que realiza uma prova escrita e recebe como feedback de sua producao apenas
um nuamero, por exemplo, 6, ndo recebe informacdes suficientes e necessarias
para que possa entender a qualidade da sua producdo, nem meios para que
possa retoma-la. Com o “6”, ele recebe apenas a informacao de que a lacuna
entre sua producdo e a producdo ideal é de medida “6”, ou seja, ainda lhe
faltam “4” para aprender. Mas, qual o real significado do “6” e do “4”? No que



essa informacdo contribui para o seu processo de aprendizagem? Como o “6”
indica o que ele, aluno, deve fazer para chegar ao tao desejado “10”? Perguntas
similares valem para o professor.

Feedbacks adequados sao aqueles que trazem informacdes fidedignas
a respeito dos processos de ensino e de aprendizagem, informacdes baseadas
nas diferencas tangiveis entre o que o aluno mostra e o que se espera dele, na
busca de contribuir para as proximas acdes. Consequentemente, eles trazem
mais informacdes a respeito do que os alunos mostram saber do que sobre o
que ainda nao sabem, e sio essas informacdes que o professor utiliza para re-
orientar o trabalho pedagdgico. Contudo, o problema nao reside na utilizacao
de notas na avaliacido, mas na maneira como ela tem sido realizada e inter-
pretada. Muitas vezes, a nota atribuida pelo professor e a nota recebida pelo
aluno sao interpretadas de maneira diferente, pois, ou os critérios do professor
nao estao bem definidos, ou eles ndo sdo acessiveis aos alunos. Com isso, pelo
menos parte da informacdo se perde e a comunicacado que deveria acontecer
nao acontece.

Na avaliacdo escolar (DE LANGE, 1999), a qualidade da tarefa, daquilo
que foi proposto para o aluno fazer, pode ser definida pela autenticidade e equi-
dade e, mais importante que a “precisio matematica” de uma nota, ou a garantia
de que um problema sera interpretado da mesma maneira em diferentes momen-
tos, sao as inferéncias sobre a possibilidade de as tarefas propiciarem oportuni-
dades para todos os alunos se envolverem com elas e mostrarem sua compreen-
sdo e poder matematico. Além disso, possibilitarem maneiras de os professores
conhecerem essa compreensao e poder matematico para que possam reorientar
suas praticas e auxiliar os alunos nos seus processos de aprendizagem.

A producio escrita ndo deixa de ser uma forma de comunicacio e,
como tal, deve receber mais atencao por parte dos professores, até porque,
com frequéncia, essa é uma das poucas formas de comunicacio existente com
os alunos. Segundo Buriasco (2004), a andlise da producao escrita pode ser
tomada como uma alternativa para o professor interrogar-se a respeito de como
os alunos lidam com as tarefas que executam, que compreensio fazem do
enunciado dela, se as informacdes contidas no enunciado fazem parte de um
conjunto de circunstancias que tornam a tarefa realistica para o aluno.

Na perspectiva da andlise da producio escrita como pratica de investi-
gacdo, busca-se ter mais familiaridade com os registros dos alunos. Com isso,
intenciona-se, em um primeiro momento, conhecer como os alunos lidam



com as tarefas, quais relacdes estabelecem, qual conhecimento eles mobilizam,
independentemente da correcido das respostas apresentadas, para, em um se-
gundo momento, elaborarem-se intervencdes necessarias no processo de ma-
tematizar dos estudantes.

Mais que observar, é desejavel que o professor aproveite todas as situa-
cdes emergentes ou propostas no contexto de sala de aula, fazendo delas um
veiculo por meio do qual intervém e oportuniza a aprendizagem aos seus es-
tudantes. Para tanto, considera-se fundamental que esse professor perceba as
diferentes compreensdes dos estudantes acerca das situacdes vivenciadas e saiba
aproveita-las nos processos de ensino e de aprendizagem; esteja alerta as opor-
tunidades de intervencao, para que, ao dialogar com estudantes, nao indique um
tnico caminho de lidar com as situacdes; esteja aberto ao surgimento do “novo”
e do “ndo saber” em sua pratica (MENDES; TREVISAN; BURIASCO, 2012).

Por meio da analise da producao escrita de alunos, os professores po-
dem sair de uma cultura de demarcacao e exclusao de pessoas para, conforme
Ciani (2012, p. 42), “uma cultura da multiplicidade das maneiras de lidar com
os conhecimentos, que esta ligada a solidariedade e a cooperacdo”. Com essa
pratica, os professores tém a oportunidade de conhecer o fazer matematica
de seus alunos, a atividade de matematizar, respeitando peculiaridades; de
ampliar as possibilidades de guiar o processo de aprendizagem e, de modo
especial, de tomar os alunos como participantes ativos do processo educa-
cional. Isso possibilita maiores condicdes para o estudante se envolver e se
comprometer com a sua aprendizagem, além de viabilizar a construcao de
um conhecimento para além do desenvolvimento fragmentado, mecanico e
reprodutivo de competéncias.

Sob o olhar das maneiras de lidar, é possivel interrogar-se sobre
0S processos nos quais os alunos se envolvem ao resolver um
problema, independentemente das respostas que apresentam,
bem como, realizar uma leitura na busca de evidéncias e pistas
que eles ddo sobre a relacio que estabelecem com o enunciado
e quais os contextos que constituem nos processos de resolucio
e mobilizacio de conceitos matematicos. (VIOLA DOS SANTOS;
BURIASCO; FERREIRA, 2010, p. 3).

Em uma perspectiva formativa, a avaliacao, qualquer que seja a forma
como se apresenta, tem sempre uma funcao de regulacdo, uma vez que sua



finalidade é a de assegurar uma articulacdo entre, por um lado, as caracte-
risticas das pessoas em formacao, e por outro, as caracteristicas do proprio
sistema de formacao.

A interacdo professor e aluno, indispensdvel no processo de re-
gulacdo pedagogica, faz-se por meio da comunicacdo gerada entre os
envolvidos e a qualidade dessa comunicacdo é o que assegura que pro-
fessor e alunos se entendam mutuamente.

A avaliacdo pode tornar-se um processo de interacio entre pro-
fessor e aluno que, por meio da explicitacio das suas divergéncias,
pode construir entendimentos comuns. Assim, tanto professores quanto
alunos podem se valer de informacdes dos processos de ensino e de
aprendizagem que lhes sejam relevantes, refletir a respeito delas com
o objetivo de compreender os modos de pensar e caminhos utilizados
na resolucdo de um problema. Isso significa assumir a avaliacio como
pratica de investigacdo.

Entendendo a avaliacio da aprendizagem escolar como prati-
ca que busca respostas sobre como se dio 0s processos en-
volvidos com ela, interroga-se o que é diretamente observavel,
percorrem-se caminhos, buscam-se compreender esses mesmos
processos, seguem-se vestigios e, com isso, infere-se sobre o que
nao é diretamente observdvel, ou seja — investiga-se. (BURIASCO;
FERREIRA; CIANI, 2009, p. 69).

Nos processos de ensino e de aprendizagem, os construtos dessa prati-
ca de investigacao nao devem permanecer apenas como informacdo, mas por
meio da reflexdo, retornar a pratica de sala de aula, efetivando-se em interven-
c¢des de ensino para a regulacdo da aprendizagem, porque

[.] é necessdrio passarmos de uma preocupacio centrada no
produto (que se pretendia medir, pesar..) para uma preocupacao
centrada no processo de producdo, para conhecé-lo e melho-
ra-lo, e, finalmente, sobre os produtores (professores, alunos,
escola, sistema) para ajudé-los. (BURIASCO, 1999, p. 218).

A andlise da producdo escrita permite uma leitura a partir de um “saber”
do aluno que nem sempre é valorizado. Com isso o professor pode conjecturar
a respeito de qual matematica ele estd aprendendo, qual entendimento tem



do que é trabalhado em sala de aula, quais dificuldades apresenta, o que pode
ser feito para que as dificuldades sejam superadas.

A pratica da andlise da producdo escrita do estudante seguida de
uma intervencio pode ser tomada como estratégia para aproximar mais a
pratica do estudante em lidar com o contexto de uma situacdo, ou particu-
larmente de um problema. A intervencio como um componente do processo
de avaliacio da aprendizagem tem sido estudada pelo GEPEMA como uma
forma de operacionalizar, em sala de aula, a avaliacio como oportunidade de
aprendizagem, na mesma perspectiva de avaliacio da RME.

A intervencao, feita a partir da andlise da producao escrita e estreitamen-
te associada a reflexao, busca levantar conjecturas que, de um lado, possam
colocar em movimento uma reorganizacao progressiva do raciocinio matema-
tico dos alunos durante seu processo de aprendizagem e, de outro, encontrar
pontos de apoio para o professor dar continuidade ao trabalho em sala de
aula. A intervencao exerce assim uma funcao provocadora de conflitos na in-
terpretacido dos estudantes, buscando torna-los aparentes, funcionando como
oportunidades de aprendizagem para com isso poderem reorganizar seu racio-
cinio ao resolverem esses conflitos interpessoais.

A escola é um dos lugares onde as pessoas podem aprender que atitudes
devem ser tomadas, ndo em funcao de recompensa ou punicao, mas porque sao
moral e eticamente corretas. Essa é uma caracteristica da autonomia. Uma das
formas de a escola proporcionar contexto para isso nas aulas é envolver os alu-
nos na troca de ideias a respeito de questdes relevantes e na discussdao de suas
possiveis ou impossiveis solucdes. Esse tipo de contexto, de certa forma, exige de
professores e alunos uma reflexao critica da pratica educativa, para que a teoria
nao se torne apenas mais um discurso e a pratica mero treino de reproducdo
alienada e sem questionamento.

Na perspectiva da RME, professores e alunos propdem situacdes cujos
contextos permitem o desenvolvimento de um processo de aprendizagem no
qual nem os professores nem os alunos ficam reduzidos a condicio de objeto
um do outro, uma vez que ensinar/aprender ndo é transferir/adquirir conheci-
mento, mas criar as possibilidades para cada um passar a condicdo de autor de
seu proprio conhecimento.

A investigacdo nos trabalhos teéricos da RME revelou uma sintonia com
as concepcdes de Educacdo Matematica do GEPEMA, nucleadas pela ideia da
avaliacao da aprendizagem. Exemplo disso é a aproximacao entre a avaliacao



da aprendizagem proposta por Buriasco (1999) com a avaliacao didatica indi-
cada por Van den Heuvel-Panhuizen (1996). As acdes indicadas e desenvol-
vidas pelo grupo se justificam por essa vertente tedrica e podem se fortalecer
compondo harmoniosamente e gerando acdes para a sala de aula.

Espera-se que os estudantes envolvidos “re-inventem” matematica a par-
tir de, e na sua realidade, o que contempla a ideia de Freudenthal (1973) de
“matematica como atividade humana”.

O que os humanos tém que aprender nio é matematica como
um sistema fechado, mas sim como uma atividade — o processo
de matematizar a realidade e, se possivel, até mesmo o de ma-
tematizar a matemadtica. (FREUDENTHAL, 1968, p. 7 traducdo
nossa).

E o erro... oralll
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CAPITULO 4
/742
ANALISE DE ERROS NO CALCULO DE PERIMETRO E AREA

DE FIGURAS PLANAS NO ENSINO MEDIO

1. INTRODUCAO

A Geometria Plana é uma das dareas da Matemdatica em que os
alunos apresentam mais dificuldades, relacionadas a varios conceitos, como
perimetro e area de figuras planas. Parte das dificuldades pode ter origem
na falta de estimulo para o desenvolvimento de habilidades espaco-visuais e
na nio utilizacdo de materiais concretos, de modo que pode comprometer a
aprendizagem dos estudantes.

No entanto, a maior dificuldade de aprendizagem talvez decorra de
alguns problemas ja conhecidos, como, por exemplo, a utilizacdo de métodos
tradicionais de ensino que nio levam em consideracio os avancos de apren-
dizagem e as formas de estimular os alunos na construcao do seu préprio co-
nhecimento. Por isso, consideramos necessario modificar 0 processo de ensino
e aprendizagem, de forma que agregue metodologias variadas, como o uso de
recursos tecnoldgicos.

Uma abordagem que tem sido considerada eficaz para detectar dificul-
dades é a analise de erros, que estuda cada caso particular para identificar suas
origens. A analise de erros permite que haja intervencao sobre os problemas
identificados, de modo a contribuir com o professor para a escolha da estra-
tégia correta de ensino, permitindo ao aluno superar algumas dificuldades de
aprendizagem.

O erro na aprendizagem tem sido considerado em muitas publicacdes e
estudado por diversos autores. Davis e Espdsito (1990), fundamentadas no cons-
trutivismo piagetiano, apontam trés alternativas para analisar os erros dos alunos:

19) se o aluno ja tem condicdes de solucionar o problema proposto, mas
erra porque selecionou estratégias inadequadas ou porque nao tem as informa-
cdes necessdrias, entdo a conscientizacdo sobre seu erro pode leva-lo a refazer
os procedimentos ou obter as informacdes;



29) se a estrutura do pensamento do aluno ainda nao é suficiente para
solucionar a questdo e, consequentemente, para selecionar estratégias de re-
solucdo, a conscientizacao sobre o préprio erro pode ajuda-lo, com apoio do
professor, a atingir um nivel de desenvolvimento superior;

39) se o aluno sequer entende a tarefa que lhe é proposta, ndo ha
como selecionar estratégias de solucdo. No caso, seus erros sao sistematicos,
isto é, se repetirdo em situacdes semelhantes, pois ele nao se sente desafiado
pela tarefa.

Ja Torre (2007) resgata o papel do erro em vdrias dreas e, ao enfocar a
aprendizagem, considera que o erro “é uma varidvel concomitante ao processo
educativo, porque ndo é possivel avancar em um longo e desconhecido ca-
minho sem se equivocar. Dito mais peremptoriamente: ndao ha aprendizagem
isenta de erros” (p. 27, grifo do original).

Um filésofo que deu muitas contribuicdes ao estudo do erro é Bachelard,
ainda que njo tenha se debrucado sobre erros em Matematica, pois, segun-
do ele, “a historia da matematica é maravilhosamente regular. Conhece pe-
rfodos de pausa. Mas nao conhece periodos de erro. Logo, nenhuma das
teses que sustentamos neste livro se refere a0 conhecimento matematico”
(BACHELARD, 2005, p. 28).

Bachelard trata do erro em varias instancias, como quando comenta a
atitude do aluno frente ao erro: “Basta uma divisio em que “sobra resto’, contas
que 'nao dao certo’, para que o aluno se assuste. Ele repete mil vezes a divisao
para conseguir um resultado exato” (BACHELARD, 2005, p. 262).

Estudiosos das ideias de Bachelard trazem algumas observacdes sobre
sua obra e sobre o papel do erro em sua filosofia. Valério (2005, p. 4) conside-
ra que é na reconstrucdo de conhecimentos que o erro tem papel fundamental
na epistemologia de Bachelard:

[.] o epistemdlogo repudia a tese da verdade evidente e aponta
0 erro como uma forma de constituicio e de avanco do sa-
ber cientifico. No entanto, hd que se distinguir entre os erros
cometidos por distracio e aqueles soliddrios de uma estrutura,
chamados por Bachelard de erros positivos, e cuja correcio pro-
porcionard a substituicio da estrutura de pensamento. O erro
assume uma funcdo positiva na génese do saber e as verdades
se tornam provisorias, passiveis de modificacdo.



Delizoicov (2005) interpreta as ideias de Bachelard, considerando que
“I.] é para problematizar o conhecimento ja construido pelo aluno que ele
deve ser apreendido pelo professor” (p. 5). Assim, quando o professor analisa
os erros do aluno, ele estd, de certa forma, entendendo como ele construiu
aquele conhecimento equivocado e pode, entao, empregar estratégias pedago-
gicas para desestabiliza-lo.

Partindo desses pressupostos, trazemos, neste texto, um recorte de uma
pesquisa de mestrado, que teve como objetivo analisar os erros cometidos
por alunos de um terceiro ano do Ensino Médio, no célculo de perimetros
e areas de figuras planas, para elaborar estratégia metodoldgica para superar
dificuldades.

2. CONSIDERACOES SOBRE O ERRO NA APRENDIZAGEM DE MATEMA-
TICA

Em muitos casos, os erros dos alunos sao vistos, na educacao em geral
e principalmente em Matematica, como algo rotulado, pelo qual o estudante
deve ser simplesmente punido, sem a preocupacio da compreensao de como
ocorreu. Dessa forma, o erro acaba sendo relegado sem ser explorado e, conse-
quentemente, leva o aluno a cometé-lo em séries posteriores, sem se dar conta
da sua verdadeira origem.

Alguns professores nio gostam de usar a palavra erro ou consideram
que ela pode causar algum problema na relacdo aluno-professor. No entanto,
o estudo dos erros deveria fluir naturalmente no sistema educacional, uma vez
que o professor s conhece de fato as dificuldades dos seus alunos quando
se preocupa com 0s erros que eles cometeram, pois acertar os exercicios nao
significa ter o conhecimento do contetido, e em muitos casos os discentes
conseguem burlar o resultado, através de procedimentos equivocados, como
“cola”, memorizacdo ou, simplesmente, por sorte.

Sendo assim, Kaiber e Andrade (2005) reforcam:

[.] a postura docente adotada perante os erros é consequéncia
da concepcdo que possuem sobre o desenvolvimento do pro-
cesso de ensino, sobre a aprendizagem do aluno e principal-
mente sobre a prépria Matemadtica, na qual percebem-na como
algo util em suas vidas, alicercando seu trabalho na repeticio e
no dominio de técnicas. (p. 7).



O professor, ao analisar os erros cometidos pelos alunos ou proporcio-
nar atividades nas quais os proprios alunos os analisam, estara possibilitando a
construcdo do conhecimento. Para o aluno, analisar e corrigir seu proprio erro,
compreendendo-o, facilita a compreensdo e o dominio do contetido e conse-
quentemente sua aprendizagem. Cury (2007) leva-nos a perceber que a andlise
de erros é uma opcao para o professor, sendo que se trata de uma sistematica
que podera auxilid-lo, uma vez que, sendo possivel detectar as dificuldades do
aluno, é mais simples explora-las no transcorrer da aula. O que ndo se pode
esquecer é que os alunos tém suas dificuldades e, em geral, ndo gostam de ex-
pd-las, em razao de diversos motivos, como vergonha, falta de conhecimentos
para formular a pergunta, receio do professor, etc.

E importante perceber que, por meio da analise de erros, o docente tem
a oportunidade de encontrar as dificuldades do aluno e de trabalha-las de
forma diferenciada. Cury (2007) afirma que os professores de Matemaética, em
qualquer nivel de ensino, costumam analisar os erros que os alunos cometem
nas questdes de provas avaliativas, porém, a forma de se fazer essa avaliacdo é
que varia de professor para professor.

Assim, a autora ainda comenta que alguns professores

[..] estdo preocupados, unicamente, em detectar os erros, sem
discuti-los com os alunos; outros aproveitam os erros encon-
trados e retomam o contetido em questio, permitindo que
os alunos identifiquem suas dificuldades e tentem supera-
-las; outros, ainda, exploram os erros com os alunos, ques-
tionando os limites de validade da resposta dada, ou, mesmo,
tentando entender como os alunos raciocinam ao resolver a
questdo. Em qualquer uma das formas de considerar os erros
dos alunos, os professores estio agindo, em geral, conforme
suas concepcdes e crencas sobre a natureza da Matematica,

sobre a melhor forma de ensind-la e sobre o que significa
aprender Matematica. (CURY, 1995, p. 40).

Para a autora, ao falar em avaliacio, a maioria dos professores afirma
que, nas provas escritas para verificacdo da aprendizagem, eles buscam eliminar
os erros encontrados, alertando os alunos quanto a ocorréncia, para ndo haver
futura repeticdo. Dentro dessa légica de pensamento, os erros sao analisados
e considerados por Cury (1995) sob dois aspectos: eliminacao ou explora-
cao de suas potencialidades. Em qualquer um dos casos, serda enfatizado o



contetido técnico-matematico do erro, a natureza da Matematica ou o pro-
cesso de aprendizagem dessa disciplina. Para ela, se o foco de interesse for
unicamente o conteddo do erro e o que se deseja é elimina-lo, a solucao
é procurar diagnosticar suas causas, pois representa uma falha no processo;
ja, se o desejo é explora-lo, entao passa a ser considerado um estagio que se
faz necessario no processo de aprendizagem, que pode gerar novas descober-
tas matematicas.

Viola dos Santos (2007) considera que cada aluno tem um jeito préprio
de resolver um problema e nao cabe aos professores ou pesquisadores clas-
sificarem, de imediato, apenas como certo ou errado. O professor deve tomar
como ponto de partida o que os alunos sabem e a partir disso planejar acdes
que promovam a construcao do conhecimento; além disso, deve compreender
as diferentes interpretacdes que os alunos fazem do exercicio, sendo capaz
de oferecer elementos norteadores para a reconducao de todo o processo de
ensino e aprendizagem, tanto na abordagem dos procedimentos e conceitos
associados ao estudo, quanto nos seus aspectos metodoldgicos.

De acordo com Cury (2004), uma situacao comum de ocorrer é a re-
clamacao por parte dos alunos alegando, por exemplo, que erraram apenas
um sinal, como se ndo fosse importante no resultado. Porém, para a autora,
o docente tem a obrigacao de verificar o porqué de aquele erro ter ocorrido,
podendo ser um indicador de falhas de aprendizagem anteriores. Para ela:

um erro que parece pequeno e sem importancia aos olhos dos
alunos, como € o erro de sinal, pode trazer intimeras dificulda-
des embutidas, em operacdes elementares ou na aplicacio de
férmulas especificas. Entender qual é o problema, discuti-lo com
os alunos, partir das respostas para construir novas perguntas,
tudo isso pode esclarecer problemas nio resolvidos que se ar-
rastam, as vezes, desde as séries iniciais. (CURY, 2004, p. 111).

O professor, quando refaz os exercicios errados em sala de aula,
acaba aprendendo o porqué de o aluno ter errado a tarefa, podendo orien-
ta-lo de acordo com suas necessidades futuras. Contraditoriamente, segun-
do Rocha (2001), para que os alunos acertem mais, é preciso que tenham
oportunidade de errar, sem serem criticados. Quando o professor desconsi-
dera o erro, ele deixa muitas vezes de levar em conta um potencial didatico
de grande valor, que poderia ser trabalhado por meio de questionamentos,



inquietacdes, experimentacdes e trazer novas concepcoes no processo de
ensino e aprendizagem.
Pinto (2000, p. 151) também considera que:

Se o professor compreende por que o aluno erra, poderd plane-
jar um ensino eficaz. Nao se trata apenas de sancionar o erro,
mas sobre tudo de adotar outros tipos de intervencoes, capazes
de atingir todo o grupo-classe, tendo em vista o progresso do
aluno e, consequentemente, a superacio dos erros. Portanto,
diagnosticar e corrigir os erros ndo € suficiente para melhorar o
ensino. Os erros contém um potencial educativo que precisa ser
mais bem explorado, ndo sé pelos professores como também
pelos préprios alunos.

Ao iniciar o ano letivo, é possivel perceber que o aluno traz para a escola
uma enorme bagagem de informacdes e situacdes vividas cotidianamente. Logo
em seguida, diante da resolucio de um determinado problema matematico,
geralmente o professor espera que o aluno obtenha um dnico resultado como
resposta. Caso ndo ocorra o resultado esperado, todo o trabalho é desconsi-
derado e todo o processo de construcio do conhecimento que o aluno teve é
ignorado e lhe é atribuido um zero como valor da avaliacao da questdo. Assim,
para Rocha (2001), ndo se pode esquecer de que, para o aluno chegar a esse
resultado “errado”, foi necessario raciocinar e ter um entendimento a respeito
do que lhe foi passado e também do que foi representado no processo que o
conduziu a resposta errada.

Cury (2007) ainda afirma que as pesquisas sobre erros na aprendizagem
de Matematica devem fazer parte do processo de formacdao dos futuros pro-
fessores. Quando investigam os erros, observam como os alunos resolvem de-
terminado problema e discutem as solucdes com os estudantes, esses futuros
professores de Matematica estao refletindo sobre o processo de aprendizagem
nessa disciplina e sobre as possiveis metodologias de ensino que vio imple-
mentar em seus futuros trabalhos, podendo ajudar seus alunos ao detectarem
as dificuldades.



3. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DA INVESTIGACAO

A pesquisa foi realizada com 22 alunos de uma turma de terceiro ano
de Ensino Médio, aos quais foi aplicado um teste, composto de cinco questdes
sobre perimetro e area, adaptadas de vestibulares de Matematica e de sites
sobre ensino dessa disciplina, utilizando-se questdes rotineiras?é.

Para facilitar a visualizacao da analise posterior, sdo apresentadas, inicial-
mente, as cinco questdes:

Questdo 1:
Em uma propriedade rural, um agricultor decidiu construir mais cercados para
as suas ovelhas, aproveitando cada espaco encontrado. As medidas dos lados
dos cercados estao indicadas na figura, em metros.
a) quantos metros de cerca sdo necessdrios para delimitar todos os cer-
cados?
b) qual a drea total disponivel para os animais?

]

26 Buriasco (1999) chama de questdes rotineiras aquelas que sao frequentes em sala de aula ou
em livros-texto.



Questio 2:

(UFF-RJ-2000) Num terreno retangular com 104 m? de area, deseja-se cons-
truir um jardim, também retangular, medindo 9 m por 4 m, contornado por
uma calcada de largura L, como indica a figura. Calcule o valor de L.

jardim

calcada IL

Questio 3:

Para ornamentar a entrada de uma propriedade, um jardineiro construiu um
jardim com o formato abaixo. Nos quadrados foram plantadas folhagens e no
circulo, flores vermelhas.

a) Sabendo que o lado de cada quadra-
do é de 2 metros e o didmetro da cir-i
cunferéncia é de 2 metros, qual a éreaé
total plantada?

b) Se for necessario passar um arame em :
torno de cada canteiro, para evitar que :

metros de arame tém que ser compra-
dos?

..................................................................................................




Questio 4:

A figura a seguir representa um conjunto de seis tanques de peixes ornamen-
tais, em que os quadrados coloridos representam os azulejos que contornam
as bordas dos tanques. O lado de cada quadrado mede 1 metro. Qual a area
disponivel para os peixes?

(Mostre os seus célculos).

( )35 m?

( )32m?

( )29 m?
( )31m?

( )28 m?

Questio 5:

(Enem -2012- prova amarela) Um forro retangular de tecido traz em sua eti-
queta a informacdo de que encolherd apds a primeira lavagem mantendo, en-
tretanto, seu formato. A figura a seguir mostra as medidas originais do forro e o
tamanho do encolhimento (x) no comprimento e (y) na largura. A expressao al-
gébrica que representa a area do forro, apds ser lavado, é (5 — x) (3 — y). Nestas
condicOes, a area perdida do forro, apds a primeira lavagem, sera expressa por:

() 2xy

( )15-3x

3 ()15-5y

___________________________ ( )5y-3x
I"-_ ( )5Sy+3x-xy

Assinale a alternativa correta e mostre seus calculos:



As respostas, apds a correcido, foram separadas em corretas, incorre-
tas e em branco. Para analisar os erros cometidos no seu desenvolvimento,
foram adaptadas as etapas que fazem parte da técnica de analise de conte-
tudo (BARDIN, 1979). A primeira fase, de pré-andlise, consistiu na prepara-
cao do material, feita da seguinte maneira:

* primeiramente, foi feita uma copia xerografica das respostas dos testes;

* posteriormente, foi nomeada cada cdpia, ou seja, a prova do primeiro

aluno foi indicada por A1, a do segundo por AZ, e assim até o A22,

para preservar suas identidades; esse nome atribuido a cada aluno foi
indicado a frente de cada questido por ele desenvolvida;

* em seguida, foram recortadas e coladas em uma tira de papel as res-

postas a primeira questdo, para assim poder visualizar as de todos os

alunos, tendo sido feito o mesmo procedimento para as demais. Foi

realizada uma leitura inicial desse conjunto de respostas, que forma o

que Bardin (1979) chama de corpus da pesquisa;

* na sequéncia, as questdes erradas foram separadas e as ocorréncias de

erros foram identificadas, tendo sido atribuido um cédigo para classifi-

cacdo de cada tipo de erro encontrado;

e apds, na fase de exploracio do material, foi feita a unitarizacao e

categorizaciao, ou seja, a criacao de categorias que englobam erros se-

melhantes. Em uma segunda leitura das respostas erradas, as categorias
foram refinadas, sendo agrupados erros semelhantes;

* na fase de tratamento dos resultados, as categorias foram apresenta-

das em quadros, com numero de ocorréncias, e também foram descritas

por meio de um texto-sintese.

4. APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS

Inicialmente, apresentamos, no quadro 1, a distribuicdo das respostas
em corretas, incorretas e em branco, em que Qi, 1<i<5, indica a questdo e a
ou b, a alternativa, se for o caso.



Quadro 1 - Distribuicdo inicial das respostas.

Questdes
RTeiE;?;s(tjaes Qla Qib Q2 Q3a Q3b Q4 Q5
N. % N. % % N. % N. % N. % N. %
Corretas 23 321 0 0 1 5 32117 |77 | 5 23
Incorretas| 15 | 68 | 12 | 55 | 18 | 82 | 20 | 921 | 13 | 59 | 4 18116 | 73
Em Branco| 2 9 14 4 18 1 5 9 1 5 1 5
Total 22 1100 22 |100| 22 | 100| 22 |100| 22 |100| 22 |100]| 22 | 100

Fonte: dados da pesquisa.

Notamos, primeiramente, que apenas na questao 4 a percentagem de
corretas é maior do que a de incorretas e, na questdo 2, nao houve respostas
corretas. Esse fato é preocupante, haja vista que esses alunos, supostamente,
ja deveriam ter trabalhado com esses contetidos desde o Ensino Fundamental
e estariam, no Ensino Médio, apenas revisando-os.

Para categorizar as respostas, as corretas receberam o cddigo “R” e as
respostas em branco, o cddigo “W”. Em seguida, foram determinadas as cate-
gorias de erros, listadas a seguir, com um exemplo caracteristico em cada caso:
Erro A: o aluno utilizou apenas os valores indicados na figura para a realizacao
do célculo.

Exemplo: Na questao 1, o aluno A2 escreveu apenas “3+4+3+4+2+9=25 me-
tros” para o item a, indicando que nio levou em conta os valores que nao
eram apresentados na figura, mas que deveriam ser deduzidos do desenho e
dos outros valores.

Erro B: o aluno errou o uso de férmulas.

Exemplo: Na questio 1, o aluno A5 deduziu os valores para to-
dos os segmentos da figura, exceto o da hipotenusa do triangulo,
que indicou apenas por “x”, mostrando que nao sabe usar a férmula do teore-
ma de Pitagoras.

Erro C: o aluno nao apresentou calculos, apenas indicou um valor errado.
Exemplo: Na questao 1, o aluno A22 respondeu apenas “34 metros” para o
item a, sem indicar qualquer calculo.

Erro D: o aluno considerou duas vezes a mesma medida para calcular o peri-
metro. Como exemplo, temos a resposta incorreta indicada na figura 1:



Figura 1 — Resposta do aluno Aé a questdo 1.

Fonte: dados da pesquisa.

Erro E: o aluno errou a representacio algébrica ou desenvolvimento do calcu-
lo. Como exemplo, indicamos a resposta da figura 2:

Figura 2 — Resposta do aluno Al 3 questdo 2.

L+ A
L Rk ) L < 2/ = XY - _.5‘{"1 %
T '\I't;*’u‘u’ - @ (0Y Jl L =0 5 0. b e
\L+ H ) : , ; ; L.z,z i o .;-’_{r_:;__d_ SN W
L2, 0hG +4L £36 - @B 107 i3
L +4)L+JE3-.-1’(‘1 pl e “3,:' L= 4,04
F 15 gfo4-36 T VR

Fonte: dados da pesquisa.

Notamos que, ao desenvolver o calculo, o aluno se esqueceu de adicio-
nar um L ao calculo da largura, que deveria ser 9+2L.
Erro F: o aluno errou operacdes basicas ou se esqueceu de realiza-las. Como
exemplo, indicamos a resposta da figura 3, na qual o aluno parece ter se es-
quecido de contar uma das respostas por ele obtidas:



Figura 3 — Resposta do aluno A10 & questdo 4.

( )35m?

{ }32m?

( )29m?

{)QBLm’-

{ 128m?

Fonte: dados da pesquisa.
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Erro G: o aluno errou o desenvolvimento do célculo, mas marcou a alterna-
tiva correta.

Para sintetizar, indicamos, no quadro 2, a distribuicio das categorias

de erro:
Quadro 2 - Distribuicdo das categorias de erros dos alunos.
Categoria | Questido 1 | Questdao 2 | Questio 3 | Questio 4 | Questio 5 Total

N. %
A 1 - - - - 1 0,6
B 15 - - - 23 | 14,9
C 3 14 2 1 28 | 18,2
E 3 - - - - 3 1,9
G - 15 11 1 8 35 | 22,7
J - - - 1 1 2 1,3
K - - - - 6 6 3,9
R 12 - 17 5 42 | 273
w 4 3 1 1 14 2.1

Fonte: dados da pesquisa.



Primeiramente, vemos que as categorias nao se distribuem por todas as
questdes, com excecao dos erros do tipo C, G e das respostas corretas (R).
No erro do tipo C, supomos que os alunos apenas “chutaram” um valor, pois
nao mostram como foi obtido; no erro do tipo G, ao contrario, os alunos
parecem ter obtido a resposta por meio de algum artificio, ja que o desenvol-
vimento errado ndo combina com a resposta certa.

Pelos tipos de erros cometidos, notamos que muitos alunos tém difi-
culdade com contetidos do Ensino Fundamental, especialmente de Algebra,
nao conseguindo usar a propriedade distributiva da multiplicacio em relacdo
a adicao para multiplicar corretamente dois bindmios, ndo resolvendo uma
equacdo de 2° grau ou um calculo elementar.

Como foi possivel notar na primeira questio, o aluno teria de encon-
trar o valor da hipotenusa para entao calcular a quantidade de cerca que se-
ria necessaria para construir o cercado, porém poucos estudantes calcularam
este valor, talvez por falta de informacdes necessarias ou até mesmo por nao
lembrarem como se calcula a hipotenusa. Nas demais questdes, os alunos
erraram o uso de férmulas para calcular perimetro e area, por mais que esses
tdpicos, como citado anteriormente, sejam ja estudados no Ensino Fundamen-
tal. De maneira geral, parece que esses alunos nio estdo seguros ao trabalhar
com alguns conceitos de Geometria.

Também pode ser destacada a dificuldade de visualizar elementos
que ndo sdo dados na figura como, por exemplo, na questdo 1, pelo fato de
que muitos estudantes ndo levaram em conta as medidas dos segmentos da
base superior do retangulo azul, por ndo estarem indicados ou, na questio 2,
nao acrescentaram a medida L ao comprimento da base.

Como os alunos estao cursando o Ensino Médio, portanto tendo ja
estudado esses conteddos no Ensino Fundamental, seria de esperar que en-
tendessem os conceitos, bem como a manipulacdo algébrica que permitia,
nas questdes 2 e 5, resolver o que era solicitado. Esse resultado vem ao
encontro do que foi analisado por Brum (2013), que propods a alunos de
8° ano questdes que envolviam perimetro e area para avaliar os desenvol-
vimentos dos calculos algébricos e também notou que a maior parte dos
participantes tinha dificuldades com a propriedade distributiva da multipli-
cacao em relacdo a adicao.

Além disso, os resultados obtidos sdo preocupantes porque nio vao ao
encontro do que sugerem as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio



(BRASIL, 2006, p. 69): “ao final do ensino médio, espera-se que os alunos
saibam usar a Matematica para resolver problemas praticos do quotidiano”.

Assim, preparar materiais que apresentem questdes contextualizadas,
que exijam interpretacio além da aplicacdo de férmulas, que estejam dispo-
niveis na rede para serem consultados pelos estudantes quando estudarem os
contetidos apresentados em sala de aula, pode ser uma possibilidade para a
conclusdo de um curso de mestrado profissional, visto que o produto gerado
fica disponivel na Internet, podendo ser acessado por professores, pesquisado-
res, pais e alunos. Tendo em vista essas consideracdes, como produto resultan-
te da pesquisa realizada, foi construido um objeto de aprendizagem, descrito
no proximo item.

5. O OBJETO DE APRENDIZAGEM CONSTRUIDO

O termo “objeto de aprendizagem” tem sido definido de varias manei-
ras. O Institute of Eletrical and Eletronics Engineer (IEEE) apresentou uma das
mais citadas: objeto de aprendizagem (OA) “é qualquer entidade, digital ou
nao digital, que pode ser usada para aprendizagem, educacao ou treinamento”
(2000). No entanto, essa também é uma das mais criticadas, pelo fato de que
pode englobar qualquer recurso pedagdgico.

Polsani (2003) considera que, para ter uma definicio comumente acei-
ta e que seja funcional, é preciso estabelecer um conceito que seja baseado
nos principios sob os quais os objetos de aprendizagem (OA) sdo criados.
Sua proposta é definir um OA como “uma unidade independente e autdno-
ma de contetidos de aprendizagem que esta predisposta a ser reutilizada em
multiplos contextos de ensino” (p. 2).

Handa e Silva (2003) apresentam caracteristicas que sdo comuns a to-
dos os OA, como a possibilidade de:

a) ser reutilizado (uso em diversos cursos);

b) ser portavel (ser transportado para diversas plataformas);

c) ser modular (ser parte de um curso completo, podendo conter ou

estar contido em outros OA);

d) ter metadados (ter descricao completa do seu contetido e utilizacdo).

A partir das questdes aplicadas no teste e de outras que sao contextuali-
zadas, elaboramos um objeto de aprendizagem que ficara disponivel no site do



Programa de Pds-graduacao em Ensino de Ciéncias e Matematica do Centro
Universitario Franciscano. O objeto, pela sua construcao, permite que seja reu-
tilizado com outras questdes, elaboradas com outros contextos e fazendo parte
de recursos disponibilizados aos alunos. Em cada questao proposta, é apresen-
tada mais de uma alternativa para resposta, sendo apenas uma delas a correta.
O aluno, entao, podera interagir com este produto, obtendo imediatamente o
feedback para suas respostas.

A seguir, sdo apresentadas as telas e descritos os contetidos e utilizacio.

Mestrado Profissionalizante em
Ensino de Fisica e de Matematica

CENTRO UNIVERSITARIO
FRANCISCANO

CALCULODE PERIMETROE ﬂRE{l DE FIGURAS
PLANAS NO ENSINO MEDIO

MESTRAMDA: Josiele Maria Fusiger
CORIEMTADCR: Prof®. Dra. Helena Moranha Cury

A tela acima apresenta a identificacdo da pesquisa que originou o produ-
to. Na seguinte, sdo apresentados o objetivo geral da pesquisa e o do produto.



Este produto teve origem em uma pesquisa de mestrado
profissionalizante, com objetivo geral de analisar os erros
cometidos por alunos de um terceiro ano do Ensino Médio,
no calculo de perimetros e areas de figuras planas

O produto tem como objetivo revisar os conteudos de
perimetro e area de figuras planas.

Na tela seguinte, o aluno tem a possibilidade de escolher a questao
que deseja resolver. A tela, bem como muitas outras do produto, tem um
agente pedagdgico que é o componente responsdvel pelas apresentacdes das
acoes pedagogicas. Conforme Bercht (2001, p. 41), o agente “pode adotar a
figura de um personagem amigo ou um personagem de um ‘criador de proble-
mas’, neste caso instigando e/ou dando dicas das tarefas a serem realizadas”.

ESCOLHA ﬂ
UMA
QUESTAO £

SO0 &
€7 LW 5



Nas duas telas a seguir, sdo apresentadas a primeira questao e a figura
correspondente.

Em uma propriedade rural, um agricultor decidiu construir mais
cercados para as suas ovelhas, aproveitando cada espaco
encontrado. As medidas dos lados dos cercados estdo indicadas
na figura, em metros
a) quantos metros de cerca sdo necessarios para delimitar
todos os cercados?

b} qual a area total disponivel para os animais?

Para chamar a atencao do aluno, na préxima tela, ele recebe a “dica” de
clicar sucessivamente nos numeros indicados e com isso o contorno de cada
parte da figura é acentuado, para deixar claro que, no item a, o aluno nao deve



computar a medida de um segmento duas vezes, se ele faz parte de duas com-
ponentes da figura.

Ciica: clique abaixo

A proxima tela indica as opcdes de resposta do item a. O aluno, apds
realizar os célculos, clica em uma delas e é direcionado para uma das duas
telas seguintes, em que um agente pedagdgico fornece o feedback sobre a
resposta dada: correta ou incorreta. Como hd um botao abaixo da palavra,
se 0 aluno acertou, ele é direcionado para a questao seguinte; se errou, pode
voltar as opcdes de resposta.



Cluantas metros de
Cerca serao
necessarios?
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Como a primeira questdo tem dois itens, na tela a seguir, o aluno vé
as opcoes de resposta para o item b. Da mesma forma, apds clicar em alguma
delas, ele é dirigido para a respectiva tela de feedback, que ndo é repetida
aqui. Ressalta-se o fato de que, ao surgir esta tela, sdo preenchidas em cores
diferentes as regides que indicam as 4reas cuja soma vai ser um valor indicado
em uma das opcdes de resposta.

Quzl 2 Zrez totz] dispenivel parz o animais?

i




Na tela a seguir, é apresentada a segunda questdao do produto, com
as opcoes de respostas. Cada resposta também leva a um agente pedagdgico
que vai dar o feedback.

(UFF-REJ-2000) Num temeno retangular com 104 m? de area, deseja-se
construir wmjardim, tambémretangular, medindo 9 m por 4 m,
contomado porwma calgadadelargura L, come indica a figura.

Clique na opgao que
apresenta a largura
aproximada da calcada

Na terceira questio, novamente ha dois itens.

Para ornamentar a entrada de uma propriedade, um
jardineiro construiu um jardim com o formato abaixo.
MNos canteiros quadrados foram plantadas folhagens e
no canteiro circular, flores vermelhas.




No primeiro item, indicado na tela a seguir, com as opcdes de resposta,
cada parte da figura surge com movimento, para salientar ao aluno os dois
tipos de regido para as quais vai calcular a area, somando-as ao final.

Sabendo que o lado de cada quadrade é de 2 metros e
o didmetro da circunferéncia é de 2 metros, quala area
total aproxitadaplantada?

A tela mostra trés opcdes de resposta, com 0s respectivos feedbacks,
nao repetidos aqui. No item b, novamente surgem as opcdes de respostas,
seguidas dos respectivos feedbacks.



b} Se for necessano passarm arame emtomo de cada
cantsiro, para evitar que asplantas sejampisoteadas, quartos
metros de arame, aproxima damente, tém que ser comprados?

Na tela a seguir, é apresentada a quarta questao. Na seguinte, ha uma
flecha que aponta para a resposta. O aluno, apds realizar os calculos, deve
clicar na flecha para conferir o resultado.

A figura a seguir representa a visio superior de um
conjunto de 6 tanques de peixes omamentais, em que
os quadrados coloridos representam os azulejos que
contornam as bordas dos tanques. O lado de cada
azulejo mede 1 metro. Qual a drea disponivel para os

o

peixes?




RESPOSTA

Na tela a seguir, ha a quinta questdo, a qual também é seguida por outra

que mostra uma flecha para clicar, apds realizados os calculos, para obter o
resultado.

Quinta questio:

Em uma propriedade rural, hd um caminho retangular que leva a

um la@®,’com 532 metros de comprimento e 120 centimetros de

largura. Como esse caminho costuma ficar cheio de barro quando

chmre. o proprietario. pretende usar uma pedra de revestimento que
w face superior quadrada, com zﬂ cm de lado. Quant.ﬂs pedras




A sexta questao vai além dos calculos, pois questiona a representacao
do perimetro quando os lados sdao expressdes algébricas, como vemos na tela
a seguir:

Em uma propriedade rural, vio ser escavados dois

terrenos, para construgio de galpdes, conforme as
figuras abaixo. Como ainda ndo foram tomadas as
decisdes sobre o tamanho dos galpdes, o proprietario
resolveu indicar as medidasusando a variavel x, para

depois poder calcular a quantidade de metros de cerca a
comprar. Determine os perimetros de cada figura:

A tela seguinte permite que o aluno confira as respostas apds o calculo,
clicando na flecha:

1"."

Figura & FiguraB

Figura A P=8x+2m

RESPOSTA . FiguraB: P=3x+3 m




Finalmente, a sétima questdo traz outro problema sobre perimetro, que
exige interpretacao do enunciado, haja vista que menciona as trés voltas do
arame. Novamente, a tela é seguida por outra que traz a resposta apds um
clique em uma flecha.

Na mesma propriedade, deseja-se construir um cercado
circular para a pastagem das ovelhas. Sabendo que
serio necessarias trés voltas de arame ao redor do
cercado e que o didgmetro da circunferéncia é de 24
metros, quantos metros de arame serio necessarios para

fazer o cercado dessa pastagem?

Como mencionamos anteriormente, este objeto pode ser modificado,
porque podem ser construidas novas questdes ou mesmo novos enunciados
que aproveitem as respostas. Com isso, o professor podera inserir uma ou mais
questdes em um teste, em um trabalho a distancia, em uma plataforma como
o MOODLE, etc.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Ao construir os problemas propostos para os alunos, buscamos traba-
lhar com contetidos contextualizados, apresentando situacdes que envolvem
elementos de Geometria em propriedades rurais e jardins, além de outras que
sdo tipicas de exames vestibulares. Assim, os exercicios basearam-se no con-
teido de perimetro e drea de figuras, previsto para Ensino Fundamental, mas,
neste caso, revisados no Ensino Médio.



Pensando em diferentes metodologias para o ensino de Geometria,
optamos por construir um objeto de aprendizagem, para auxiliar alunos
e professores a lidar com dificuldades relacionadas a perimetro e area de
figuras planas. Por ter sido desenvolvido a partir de uma analise de erros
cometidos pelos alunos participantes desta pesquisa, acreditamos que o
produto proposto servird para que os estudantes reconstruam seu conhe-
cimento, ou ainda que o aprofundem, porém defendemos a ideia que ndo é
somente o manuseio do produto que fard com que haja aprendizagem ade-
quada. Para que o aluno consiga construir seu conhecimento, é necessario
que o professor esteja disposto e preparado a trabalhar com metodologias
diversificadas e com recursos variados.

Ao concluir esta pesquisa, é possivel fazer uma retrospectiva sobre nos-
sas ideias a respeito dos erros. Antes, acreditdvamos que, se o aluno, ao resolver
um exercicio, cometeu um erro, o problema pode estar nele ou no professor;
atualmente, pensamos no erro nao como um problema, mas como um dado
a ser analisado, que pode ser muito eficaz na construcdo do conhecimento
do aluno. Entretanto, para isso o professor precisa saber realmente analisar e
trabalhar com o erro.

Também, nas avaliacdes realizadas com os alunos, analisdvamos os acer-
tos desprezando os erros, considerando que havia sucesso quando um aluno
gabaritava as respostas. Vemos agora que nem sempre O acerto mostra que o
aluno realmente sabe tal contetido, mas o erro permite analisar o motivo pelo
que ndo conseguiu acertar, podendo nao ser dificuldade no conceito estudado
no momento, mas em conhecimentos que nio foram construidos anteriormen-
te ou, até mesmo, por causa de obstaculos representados por conhecimentos
que foram adquiridos de forma equivocada.

Portanto, s30 muitos os beneficios proporcionados por esta pesquisa,
mas o principal é n3o ver somente 0 acerto como vitdria e 0 erro como uma
derrota. Como sugestdes para futuras pesquisas envolvendo os conceitos de
perimetro e area, ou mesmo os erros de estudantes, de maneira geral, podemos
pensar, inicialmente, em buscar um referencial que enfoque teorias cognitivas e
sociocognitivas da aprendizagem de Matematica. Essa fundamentacio poderia,
posteriormente, embasar novos estudos sobre o uso de tecnologias de infor-
macao e comunicacao no ensino e, também, a construcdao de novos objetos
de aprendizagem.
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CAPITULO 5
7422
ANALISE DOS ERROS DE ALUNOS INGRESSANTES EM CALCULO
DIFERENCIAL EM QUESTOES DE ALGEBRA ELEMENTAR

1. INTRODUCAO

As dificuldades de alunos de Calculo Diferencial e Integral tém sido dis-
cutidas por vdarios pesquisadores (GIRALDO, 2004; HARDY, 2008; NASSER,
2009, entre outros) e muitas vezes destacam-se, nessas pesquisas, concepcoes
errdbneas sobre conceitos estudados desde o Ensino Fundamental. Uma das
dificuldades mais comuns na aprendizagem na educacdo basica — e, de certa
forma, também nos primeiros anos do ensino superior —, relatada em estudos
nacionais e estrangeiros, é relacionada a propriedade distributiva da multipli-
cacao em relacio a adicao (MARIOTTI; CERULLI, 2001; BORTOLI, 2011;
BRUM; CURY, 2013; MORAES, 2013). Essa dificuldade surge, nas respostas
a questdes de Calculo Diferencial, quando os alunos precisam trabalhar com
limites e derivadas, em que a distributividade se faz presente em simplificacdes
de fracdes algébricas, por exemplo.

Ao iniciar um novo semestre letivo, costumamos aplicar um teste diag-
néstico para identificar necessidades dos alunos antes do trabalho com li-
mites e derivadas e, no inicio do segundo semestre de 2015, foi aplicado
um teste composto por cinco questdes abertas a uma turma de 38 alunos
de Calculo | de uma Instituicio de Ensino Superior do Rio Grande do Sul.
Novamente ficou evidenciada a dificuldade desses estudantes em relacdo a
distributividade.

Sendo um tema que tem surgido em varios trabalhos, consideramos que é
valido relatar essa nova investigacao, visto que, a partir dos resultados, podemos
pensar em estratégias de ensino que possam superar tais dificuldades, buscando
um melhor aprendizado dos contetidos de disciplinas matematicas de cursos su-
periores. Entre essas possiveis estratégias, destaca-se o uso de objetos de aprendi-
zagem, como os produtos criados por Bortoli (2011) e Brum (2013), bem como
o que foi apresentado em Miiller, Cury e Lima (2013).



Assim, a pesquisa aqui relatada teve como objetivo analisar erros em
respostas de alunos de Calculo Diferencial e Integral a questdes sobre conteu-
dos de Algebra elementar, com vistas a uma posterior utilizacio dos resultados
para a elaboracdo de estratégias de ensino da propriedade distributiva.

2. PRESSUPOSTOS TEORICOS

A propriedade distributiva da multiplicacdo em relacio a adicao -
ou, ainda, de uma operacao em relacao a outra — é um tépico apresentado,
em geral, a alunos dos anos finais do Ensino Fundamental, surgindo no en-
sino de outros topicos, no Ensino Médio e também em disciplinas matema-
ticas distribuidas nas grades curriculares de cursos superiores. E um tdpico
de Algebra e, assim, pode ser enfocado sob varias perspectivas, conforme
os pesquisadores que se debrucam sobre o ensino e aprendizagem dessa
area da Matematica.

Entre as varias expressdes que tém sido definidas nesses trabalhos em
educacio algébrica, destacam-se “sentido do simbolo” e “visio algébrica”.
Pierce e Stacey (2004) consideram que houve duas tentativas importantes de
descrever o sentido do simbolo, a primeira delas realizada por Fey (1990),
e a segunda, por Arcavi (1994). No trabalho de Arcavi (1994), ele estende
as situacdes mencionadas por Fey, descreve e discute comportamentos que,
em sua opinido, ilustram o significado de “sentido do simbolo”. Algumas
consideracdes sobre esses comportamentos sao apresentadas a seguir, junto
de alguns exemplos.

A habilidade de fazer “amizade” com os simbolos implica ter uma com-
preensdo de que os simbolos podem e devem ser usados em uma resolucao de
problema e, também, de quando devem ser abandonados por outras solucdes
nao algébricas.

Arcavi (1994) também aponta a importancia de saber abandonar a ma-
nipulacio algébrica quando outras representacdes oferecem uma solucao mais
simples. E o caso do problema enunciado por: “Para quais valores de x temos
[x-2[ > [x-6[?” Uma solucao algébrica, envolvendo desigualdades, exige um
trabalho técnico e com possibilidade de cometer erros. Neste caso, o esboco
dos gréficos das funcdes dadas por f{x) = [x+2] e g(x) = [x-6] e permite uma
solucdo quase imediata.



Arcavi (1994) considera, ainda, que nao basta conhecer as manipula-
cOes algébricas para resolver problemas que envolvem simbolos, em alguns
casos é preciso entender o significado desses simbolos. O autor aponta quatro
comportamentos essenciais: leitura ao invés de manipulacdo de simbolos;
leitura e manipulacdo; leitura como objetivo para a manipulacao; e leitura para
uma compreensao racional.

O primeiro comportamento pode ser exemplificado com dados de uma
investigacdo realizada por Hoch e Dreyfus (2004), em que alunos de Ensino

1 1

Médio, ao tentar resolver a equacao (1 - —-) - (1 - —-) = — encontraram o de-
nominador comum dos termos do primeiro membro da igualdade e fizeram
toda a manipulacdo algébrica, ao invés de notar, em uma simples leitura, que
o primeiro membro da equacao é nulo, portanto, nao ha solucao. Dessa forma,
interromper a manipulacao, ler e entender o que a relacdo simbélica indica faz
parte do sentido do simbolo.

Quanto ao segundo comportamento, Arcavi (1994) apresenta um
exemplo: se um aluno tem o sentido do simbolo, ele pode se dar conta de que
a equacao % =2 nao tem solucdo, porque o numerador da fracio algébrica
do primeiro membro é a metade do denominador dessa fracao. Se o aluno in-
siste em manipular a equacio, chega em x = — % , uma vez que é exatamente
o valor que nio pode ser usado para substituir x na equacao.

O terceiro comportamento pode ser exemplificado com um exercicio
de demonstracdao por inducdo, em que é solicitado: “A proposicio n/>n?
ndo é valida para todo natural maior do que zero. A partir de qual valor de
n € N ela passa a ser verdadeira? Expresse a relacao verdadeira e prove-a
por inducido”. Na resolucdo, nao basta empregar o procedimento padrao do
método de inducao; é necessario ler para entender o que é pedido e, apos,
seguir os procedimentos da inducao para demonstrar que a desigualdade
vale para n>4.

O quarto comportamento, segundo Arcavi (1994), consiste em desen-
volver o habito de reler e testar (por substituicoes, por exemplo) uma determi-
nada expressao obtida ao tentar resolver racionalmente um problema. Arcavi
(1994, p. 22) cita um teste de algebra da Regents High School Examination,
de 2010, no qual se encontra o seguinte problema: “Encontre trés inteiros po-
sitivos consecutivos tais que o produto do segundo pelo terceiro seja 20 mais
10 vezes o primeiro inteiro”. Se o aluno apresenta dtvidas sobre a expressao
algébrica que representa a situacao, ele pode, por exemplo, testar valores para



verificar se sua resposta esta correta, visto que a passagem da linguagem natural
para a linguagem matematica é fonte de erros nesse tipo de problema.

Como a manipulacdo algébrica é uma capacidade que se deseja
desenvolver no aluno ao ensinar Algebra e, especialmente, no seu tra-
balho com fatoracido e simplificacdao, esses casos apontados por Arcavi
(1994) auxiliam a refletir sobre a proposta de resolucdao mecanica de
uma lista de exercicios padronizados, a qual nem sempre desenvolve o
sentido do simbolo.

Pierce e Stacey (2001) chamam de “visdo algébrica” outro constructo
que tem sido discutido entre pesquisadores do ensino de Algebra. As auto-
ras referem-se ao trabalho com Sistemas Algébricos Computacionais (CAS) e
consideram que a visdo algébrica é um subconjunto do sentido do simbolo
que pode ser definido como “o conhecimento algébrico e a compreensao que
permitem ao aluno entrar corretamente expressdes em um CAS, digitalizar de
forma eficiente o funcionamento e os resultados para possiveis erros e interpre-
tar a saida como uma matemadtica convencional” (p. 418-419).

A visdo algébrica, segundo Pierce e Stacey (2004), apresenta dois as-
pectos: expectativa algébrica e habilidade de ligar representacdes. O termo
“expectativa algébrica” é usado para “nomear o processo de pensamento que
ocorre quando um matematico experiente considera a natureza do resultado
que espera obter como resultado de algum processo algébrico (e simbdlico)”
(p. 5). Por exemplo, quando se decide que duas expressdes possivelmente sao
equivalentes sem fazer qualquer calculo ou manipulacao algébrica.

Em um quadro com elementos e instancias comuns da visdo algébrica,
Pierce e Stacey (2004) dividem a expectativa algébrica em trés elementos:
a) recognicao de convencdes e propriedades bdasicas cujas instdncias comuns
sdo o conhecimento do significado dos simbolos, da ordem e das proprieda-
des das operacdes; b) identificacdo da estrutura, cujas instancias comuns sao
a identificacdo de objetos e de grupos estratégicos de componentes e reco-
nhecimento de fatores simples; ¢) identificacdo de caracteristicas fundamentais,
relacionada a identificacdo de forma e termo dominante, bem como a uniao
da forma com o tipo de solucio. E essa visdo algébrica a qual se espera que os
alunos tenham quando vao resolver um exercicio em que fatoracao, simplifica-
cao ou propriedade distributiva estao envolvidas.

Ainda que ndo estejam, especificamente, tratando de conceitos algébri-
cos, Tall e Vinner (1981), em trabalhos que enfocam limite e continuidade,



trazem duas definicdes que podem esclarecer algumas construcdes de estu-
dantes em suas respostas, a saber, imagem do conceito e definicio do con-
ceito. Segundo Vinner (1983), a imagem de um conceito é algo ndo verbal,
associado, na mente, a0 nome do conceito. Por exemplo, ao usar a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo, muitos alunos referem-se ao
“chuveirinho”, devido ao esquema visual que muitas vezes lhes é apresentado.

J4 a definicao do conceito, segundo Tall e Vinner (1981), é uma manei-
ra de usar palavras para especificar o conceito em questao. Pode ser aprendido
por um aluno somente por memorizacdo mecanica ou aprendido de maneira
significativa, relacionando-se em maior ou menor grau com O conceito como
um todo. De certa forma é o que o aluno evoca da imagem daquele conceito.

Consideramos que muitos alunos possuem apenas a imagem de alguns
conceitos basicos e fundamentais para progredir na aprendizagem do Calculo,
como os conceitos algébricos de fatoracido, simplificacao e propriedade distri-
butiva, ndo chegando a sua definicio, o que prejudica o seu desenvolvimento
na disciplina. Este fato pode ser comprovado em investigacdes ja realizadas
por nds (MULLER; CURY; LIMA, 2013), bem como na andlise dos erros das
questdes apresentadas neste capitulo.

3. APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS

A pesquisa aqui relatada tem carater qualitativo, de cunho interpretativo.
O teste foi aplicado a 38 alunos de Calculo Diferencial |, na primeira aula da
disciplina, para fazer um diagndstico dos seus conhecimentos sobre alguns
topicos de Algebra elementar. A concordancia em resolver as questoes confi-
gurou sua autorizacao para utilizacao das respostas em trabalhos académicos.
Os estudantes foram nomeados pela letra A, seguida de um nimero de 1 a 38,
para preservar suas identidades.
Apds o recolhimento das resolucdes, foram separadas e corrigidas as
trés questdes a seguir apresentadas, para as quais foram solicitados ao aluno a
resposta e o desenvolvimento:
1) Decompondo o polindmio P (x) = 3x* + 3x? - 6x em fatores do 1° grau,
obtém-se:
2) O valor de x na equacao (x + 3)(x-2) = (x + 1)? €&



3) O valor de x na equacao

x+2

4(x-3) __x-5 —1=-%2 ¢
4

6

As respostas foram separadas em corretas, parcialmente corretas e in-
corretas; para essa classificacio, foram adaptados critérios apresentados em
Ponte et al. (19297). Assim:

a resposta é correta quando o aluno compreende a questio, mos-
tra conhecer o contetido e usa estratégias adequadas para a solucao;
também é considerada correta a resposta em que é cometido apenas
um erro de célculo final ou um erro na cépia dos dados da questio,
desde que as estratégias tenham sido bem escolhidas e implementadas.
a resposta é parcialmente correta quando ha evidéncias de o alu-
no ter selecionado estratégia adequada, mas sua implementacao nao
esta totalmente explicada; ou quando usa estratégias adequadas,
desenvolvimento correto, mas chega a uma resposta final incorreta.
a resposta é incorreta quando o aluno usa estratégia inadequada
e chega a uma resposta incorreta; ou quando usa uma estratégia
adequada, entretanto ndo a implementa corretamente e assim nao
chega a uma solucdo correta.

resposta em branco é quando o aluno, efetivamente, ndo apresenta
resposta ou apenas copia os dados do enunciado, sem qualquer
tentativa de solucionar.

A partir dos critérios acima descritos, foi construido o quadro 1, com a
distribuicdo das categorias de respostas por questao:

Quadro 1— Distribuicdo das categorias de respostas.

Categorias Questdes
1 2 3

N. % N. % N. %

C 1 3 17 | 45 5 13

PC 3 8 4 11 0] 0]

I 21 | 55 13 | 34| 23 | 61

EB 13 | 34 4 11 10 | 26

Total| 38 |100| 38 |100| 38 | 100

Fonte: dados da pesquisa.



Para analisar os erros detectados no desenvolvimento das respostas a
cada questdo, foram separadas as parcialmente corretas e incorretas. E sobre
esse conjunto que foi feita a analise.

Questdo 1:

Nesta questio, foram consideradas parcialmente corretas as respostas
dos alunos A18, A21 e A22. Os alunos A18 e A2 1 encontraram duas raizes,
fatoraram o polindmio, mas se esqueceram da raiz zero. Ja A22 encontrou as
trés raizes, todavia se esqueceu do coeficiente 3.

Vinte e uma respostas foram consideradas incorretas e foram agrupadas,
conforme os erros detectados, em quatro classes, abaixo descritas:

Classe A: seis alunos compreenderam que deveriam fatorar o polindmio,
entretanto somente iniciaram o processo, colocando em evidéncia x ou 3x.
Além desses, o aluno A13 entendeu que deveria fatorar e encontrar raizes,
mas errou a fatoracao, escrevendo “x?(x+3)-6x=0". Assim, parece-nos que esse
estudante tem alguma imagem do conceito decomposicio de polindmios, mas
nao sabe processar algebricamente a expressio.

Classe B: seis alunos entenderam que deveriam obter as raizes do polindmio
para poder fatora-lo, no entanto, cometeram erros nas tentativas. O estudante
A33, apesar de ter obtido corretamente as raizes, ndo decomp6s o polindmio
em fatores de 12 grau; dois estudantes erraram a obtencdo das raizes pela
férmula de Bhaskara; dois outros apenas determinaram a raiz x=0 e um ultimo
aluno apresentou o seguinte desenvolvimento?’:

3x(x2+x-2) ; 3x=0 ‘1;3 Sx=1,x=-2

Na resolucao, destaca-se o fato de que, para esse aluno, resolver a equa-
cao 3x=0 significa “passar para o segundo membro trocando o sinal”, sem levar
em conta a operacdao envolvida nessa “passagem”. Destaca-se, entdo, a memori-
zacido de uma “regra” sem entender o contexto no qual poderia ser empregado o
procedimento memorizado. Como menciona Arcavi (1994), ndo basta conhecer
as manipulacdes algébricas para resolver esse problema, os alunos deveriam en-
tender, também, o sentido dos simbolos empregados.

27 Como as resolucdes estavam escritas a lapis, foi necessdrio digitd-las, porque o escaneamento
nao possibilitou uma imagem nitida.



Classe C: cinco alunos derivaram a expressao P(x). Dois deles igualaram a
derivada a zero e ndo concluiram o procedimento; um aluno apresentou as
derivadas de 19 e 29 ordens; dois estudantes obtiveram a derivada primeira,
mas de forma incorreta.
Classe D: trés alunos apenas iniciaram a resolucio, igualando o polindmio a
Zero, sem continuar O processo.

Das respostas em branco, destaca-se a observacio do aluno A3 1, que
escreveu: “nao me vem a memoria”.

Uma sintese quantitativa desses dados é apresentada no quadro 2:

Quadro 2 — Distribuicdo de erros por categorias, nas respostas da questdo 1.

Classes N. %

A 7 33

B 6 29

C 5 24

D 3 14
Total 21 100

Fonte: dados da pesquisa.

Questio 2:

Nesta questdo, foram consideradas parcialmente corretas as resolu-
c¢des de quatro alunos, que solucionaram a equacido até o ultimo passo,
errando apenas a passagem do termo “7” para outro membro, obtendo x=7,
a0 invés de x=-7.

Para a classificacao das respostas incorretas, foi feita, inicialmente, uma
separacdo entre dois grupos: aquelas em que os estudantes acertaram a mul-
tiplicacdo dos bindmios (incluido o quadrado da soma) e aquelas em que os
alunos erraram a multiplicacao.

Classe E: quatro estudantes (31% dos 13 que erraram) acertaram a multi-
plicacio dos bindmios, mas suas solucdes, indicadas a seguir, mostraram
dificuldades com a adicao de termos semelhantes:

Aluno A6: x*-2x+3x-6=x*+2x+1; 3x=7; x=7/3



Aluno A32: x?-2x+3x-6=x?+x+x+1; 3x-6=1; 3x-6-1=0; 3x-7=0; x=7/3

Nesse caso, os estudantes cancelaram -2x do lado esquerdo com 2x do
lado direito, o que produziu o termo incorreto 3x.

Aluno A19: x*-2x+3x-6=x?+x+x+1 ; -x-6=2x+1 ; -3x=6+1 ; x=-7/3

Nessa resposta, é interessante destacar que, para fazer a multiplicacdo,
A19 indicou as operacdes desenhando os arcos que usualmente os estu-
dantes chamam de “chuveirinho”, recurso que mostra ter uma imagem de
conceito da propriedade distributiva que considera elementos corporificados
(TALL, 2013).

Aluno A20: x?-2x+3x-6=x?+x+x+1; x*-2x+3x-6-X*-x-x-1=0 ; -4x-7=0; x=-7/4

Classe F: nove alunos (69% das 13 respostas incorretas) erraram a multipli-
cacdo dos bindmios por varios motivos, comentados a partir das respostas
apresentadas a seguir:

Os alunos A13,A23, A29 e A35 erraram o quadrado da soma, escrevendo
apenas “x?+1”, o que gerou erro no restante do desenvolvimento; A2 3, além desse
erro, ainda obteve as raizes x=2 e x=-3, da equacdo x*+x-6=0, a partir da expressao
do lado esquerdo da igualdade, todavia ndo conseguiu efetuar 0 mesmo calculo
para a equacio x’+1=0 e abandonou a solucao.

Os alunos A8 e A26 erraram a multiplicacao dos bindmios do lado
esquerdo da igualdade, obtendo x?-2x+3x-5 e x?+x-6, respectivamente, o que
gerou a solucdo incorreta final.

Os alunos A14 e A15 consideraram que (x+1)? é igual a (x+1)(x-1) e,
de acordo com essa ideia, obtiveram, no lado direito, a expressao x*-1.

Finalmente, o aluno A36 apenas comecou a solucao, escrevendo
“3.-2=1"; parece que esse estudante tentou “comparar’ o produto dos nimeros
que aparecem em cada bindmio do lado esquerdo com o ndmero em (x+1).

Esses estudantes parecem nio ter a visdo algébrica, especialmente o
que Pierce e Stacey (2004) chamam de expectativa algébrica, visto que nao
reconhecem convencdes e propriedades basicas das operacdes algébricas.

E interessante comparar esses resultados com os obtidos em uma in-
vestigacao realizada com 333 alunos de Calculo | (MULLER, 2015), em uma



questdo que solicitava a resolucao da equacao (x+1)(x+2)=(x+5)*. Vemos que
essa questao é a mesma analisada no teste aqui relatado, apenas com mudanca
dos ndmeros. Na pesquisa de Miiller (2015), das 75 respostas erradas a essa
questao, 16% envolvem erros da classe E e 56%, erros da classe F. Portanto,
nessas duas investigacdes, mais da metade dos alunos tém dificuldades no de-
senvolvimento da multiplicacdo de dois bindmios, o que envolve a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao.

Questio 3:

Nesta questdo, ndo houve respostas parcialmente corretas, em que
houvesse escolha de estratégia e desenvolvimento corretos, com erros apenas
no final. As 23 respostas incorretas foram agrupadas, conforme os erros de-
tectados, em trés classes, abaixo descritas:

Classe G: apesar de entenderem que deveriam determinar um denominador co-
mum que lhes permitisse transformar os termos de cada membro da equacdo em
fracdes de mesmo denominador, quatorze alunos (6 1% das 23 respostas incorretas)
erraram, no desenvolvimento, a propriedade distributiva da multiplicacdo de (-1)
em relacdo a uma soma ou diferenca. S3o variadas as maneiras apresentadas por
eles de usar a estratégia, mas todas tém em comum, em determinado passo, esse
erro relativo a propriedade distributiva. Para exemplificar, sio apresentadas algumas
respostas, em que se interrompeu a digitacao no ponto em que o erro foi cometido:

Aluno Ag; B3 40=s) 24 6(’;’” - 48x-144-4x+20=24-6x+12

24 24 24

4x=12 x=5 1 x+2 24x-72 2x-=10 12-3x+6
Aluno A10: —— == — =
2 6 1 4 12 12 12
12x—-36 x—5 4 x+2 11x—41 6—Xx
Aluno Alé: ——=—— ; =
6 6 4 4 6 +
4x—-12 x=5 1 x+2 12x—-36—x-5 4—x+2
Aluno A28: —— = . =
2 6 1 4 6 4

A28 errou, no segundo passo, os sinais de (-5) e de (+2), mas conti-
nuou o desenvolvimento, cometendo ainda mais alguns erros e encontrando,
ao final, x=3,91. Talvez por esperar que a resposta fosse um ndmero inteiro,
A28 escreveu: “Errado (7



Classe H: Nove estudantes (39% das 23 respostas incorretas), iniciando ou
nao a solucdo pela determinacio do denominador comum para as fracoes,
evidenciaram concepcdes errdneas sobre manipulacdes algébricas. Os exem-
plos ndo formam um padrao, por isso sdo todos apresentados, com alguns
comentarios:

4x—12 x—5 1x+2
Aluno A4: > = :

6 4

4x—=12 X=5 2x
2 6 4

Aluno A27:

Esses alunos consideram ser possivel adicionar termos nao semelhantes.

4x—=12 X=5 x+2 4x—=12-3x+5 2—4x-2
Aluno A26: 1 : =

2 6 4 2 2
4x-12 -5 x+2 3x—-17 x+2
Aluno A29: == =2 — 1 %2 +=2=1
2 6 4 -4 4

A26 e A29 copiaram corretamente a questdo, ja efetuando o produto
de 4 por x-3, mas cometem erros ao tentarem determinar um denominador
comum.
x+2 12x-36  x-5 12x-31  x+2

=1— J— _ +
g 6 6 :

Aluno Al 2:

4x—12 _ x—5
2 6

A12 parece tentar resolver separadamente os dois membros, todavia,
entre outros erros, “perde” o inteiro 1 do segundo membro.

4x=3 x=5 x+2

-1

6

Aluno Al 8:

Nota-se que A18, além de ter errado a distributividade do produto de 4
por x-3, ndo entende que no segundo membro ha um racional, N , que deve
1

ser somado a fracao algébrica.
Aluno A2 I: (x-3-x-5)4

Este aluno ndo parece ter ideia do que deveria ser feito no exercicio, pois
erra todos os procedimentos iniciais.



Aluno A33: 4(X2-3) _ x;S +x:2 —1=0; 24(x-3)—2xI;o+31+6--12 —0

24(x-3)-2x+10+3x-6-12=0 ; 24(x-3)+x=8 ; x-3+x =%

A33, apesar de ter iniciado corretamente e até mesmo ter usado a estra-
tégia de passar todos os termos para o primeiro membro, trocou o sinal do +6,
ao copiar o numerador; mas o maior problema evidenciado é ter “passado” o
coeficiente 24, do termo (x-3) para o lado direito, dividindo 8.

4(4-3) 4=5 1—44+2

Aluno A38: =

2 6 4

N3o fica clara a razao pela qual A38 entendeu que deveria substituir
X por 4 na expressao, visto que nao tinha, ainda, encontrado o valor de x
solicitado.

Na comparacdo com a pesquisa de Miiller (2015), em que também foi
proposta aos 333 alunos a resolucdao de uma equacao com fracdes algébricas,
60% dos respondentes mostraram ter dificuldades em relacio a propriedade
distributiva, uma percentagem quase igual a desta investigacao.

Sintetizando os dados relativos a pesquisa aqui relatada, destacam-se as
classes F e G e ambas indicam dificuldades com a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relacdo a adicao. Esta parece ser, portanto, a maior fonte de
erros em problemas que envolvem a Algebra elementar, o que leva as conside-
racoes finais sobre esta pesquisa.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Os resultados da investigacio aqui relatada ndo sao surpreendentes,
haja vista que vém se repetindo em cursos de Calculo I, h4 muitos anos e
em muitas instituicdes. O que pode surpreender é a falta de solucdo para tais
dificuldades ou, pelo menos, a repeticio dos mesmos erros apesar de algumas
tentativas com uso de estratégias de ensino diferenciadas.

Dois trabalhos que merecem atencio, pelas possibilidades que se abrem
para repensar o ensino das propriedades das operacdes com expressoes algé-
bricas, sdo as de Mariotti e Cerulli (2001) e a de Moraes (2013). As primeiras



autoras apresentaram a alunos de 92 ano?® trés expressoes algébricas e pergun-
taram quais eram equivalentes, solicitando a prova para a resposta. Para provar,
os estudantes precisavam usar a propriedade distributiva da multiplicacdo em
relacio a adicdo. Chama a atencio o fato de que os alunos também usaram o
“chuveirinho” para mostrar como faziam a multiplicacao.

A importancia do trabalho de Mariotti e Cerulli é o uso de um software,
L’Algebrista, para auxiliar os alunos a provarem propriedades das operacdes
algébricas. Esse software, anunciado no trabalho das autoras e fruto da tese
de Cerulli, apresentado em <http://www.mkvale.it/mk/LAlgebrista/>, é um pro-
grama didatico para manipulacdes algébricas, para a introducio dos alunos a
Algebra e ao pensamento algébrico. No entanto, parece nao ter sido desenvol-
vido posteriormente.

Também usando um software, Moraes (2013) analisou erros de alunos
do 12 ano do Ensino Médio. Partindo de estudos sobre erros e dificuldades
na resolucdo de equacdes polinomiais de 1° grau, a autora prop0s atividades
aos estudantes, em um laboratério de informatica no qual eles dispunham do
software Aplusix. Conforme Moraes (2013, p. 37),

o Aplusix é um software de dlgebra destinado a realizacio de
calculos algébricos, permitindo o trabalho com varios contel-
dos, como equacdes, inequacdes, sistemas de equacdes, entre
outros. Uma das grandes dificuldades encontradas pelos alunos,
ao resolverem um exercicio de matematica, é saber se ele estd
correto ou ndo e esse software permite uma validacio constante
dos seus célculos, indicando a equivaléncia ou ndo das etapas
no desenvolvimento da atividade.

Face aos erros encontrados em nossa investigacdo, que sao claramente
originados em dificuldades com contetidos de Algebra do Ensino Fundamen-
tal, consideramos que é urgente pensar em estratégias de ensino que pos-
sam levar os estudantes, especialmente os calouros, que ingressam em cursos
superiores com pouca base em contetidos prévios, a revisar esses toOpicos.

Muitas experiéncias com disciplinas do tipo “Pré-célculo” tém sido feitas
(DOERING; NACUL; DOERING, 2004; NOGUTI, 2014, entre outras), usando

variadas abordagens metodoldgicas. No entanto, os alunos que apresentam

28 A investigacio foi realizada na Itilia.



maiores dificuldades em contetidos prévios nem sempre procuram essa disci-
plina, especialmente se ndo é obrigatdria ou, em instituicdes privadas, se exige
pagamento de mais créditos.

Acreditamos, assim, que a utilizacio de ambientes virtuais de aprendiza-
gem pode vir a0 encontro das necessidades de alunos e professores, face a falta
de tempo dos alunos, pela alta carga horaria do primeiro semestre dos cursos
superiores, bem como as possibilidades de trabalhar com os recursos em varias
midias, como computadores, tablets ou smartphones.

Em Miiller (2015), por exemplo, foi realizada uma experiéncia no am-
biente MOODLE que trouxe resultados satisfatérios. Porém, destacamos que
existem também outros ambientes além do MOODLE, que possuem fun-
cionalidades cuja adequacao deve ser analisada na sua escolha. De modo
geral, esses ambientes também permitem a aproximacao do docente com os
alunos, mesmo fora da sala de aula. Além disso, possuem diversos recursos
ou ferramentas que auxiliam na promocdo da aprendizagem, fomentando
também a interacdo entre os alunos, como féruns, bate-papos e outras varia-
cdes, de acordo com o ambiente escolhido. Em geral, os ambientes também
trazem a possibilidade de integracdo com softwares, aplicativos ou objetos
de aprendizagem, o que proporciona ao docente mais possibilidades de uti-
lizacao de recursos.

Assim, a sugestdo que deixamos apds esse relato é de planejar atividades
em ambientes virtuais e disponibilizar, em tais ambientes, algum software como
os citados acima, que permitem o trabalho com Algebra, especialmente com as
propriedades das operacdes com expressdes algébricas.
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CAPITULO 6
742742
VISUALIZACAO: UM CAMINHO PARA O ENSINO E
APRENDIZAGEM EM GEOMETRIA

1. INTRODUCAO

A partir dos anos 70, o ensino de Matematica sofreu reformas em
relacdo ao trabalho desenvolvido em sala de aula. O estudante passou a de-
sempenhar papel tio importante quanto aos demais elementos envolvidos no
ambito escolar e, porque nao, no académico. Julga-se, a partir de entao, que
compreender os processos que conduzem os estudantes a sua aprendizagem
e o professor ao seu ensino merecem cuidados cada vez mais elaborados.
E de interesse do autor do texto, em suas investigacdes, o tratamento dado
ao ensino de Geometria nos diversos niveis de escolaridade, particularmente
pelo viés da visualizacdo na construcdo do conhecimento.

No trabalho em cursos de formacio continuada de professores, ha a
preocupacdo, no momento, de explorar aspectos didaticos envolvidos nessa
formacdo e, para tal, se faz necessario compreender como estudantes per-
cebem determinadas habilidades geométricas, dentre as quais a visualizacao
em conexdao com a intuicio. Assim, foi desenvolvida uma investigacao que
consistiu em verificar como grupos de estudantes, do segundo segmento do
Ensino Fundamental, do Ensino Médio, de um Curso de Graduacao e de um
Mestrado Profissional, resolviam uma questao envolvendo movimentos rigidos
do espaco, como rotacao.

Como instrumento de pesquisa, foi empregado um teste composto por
uma unica questiao, de multipla escolha, na qual se solicitava que o participante
escolhesse uma alternativa e justificasse sua escolha. Neste capitulo, essa inves-
tigacao é relatada, sendo analisados o desempenho dos alunos e a producio
escrita relacionada as justificativas apresentadas.



2. ALGUNS PRESSUPOSTOS TEORICOS SOBRE VISUALIZACAO

Para Duval (1995, apud KUZNIAK, 2011), a atividade geométri-
ca envolve trés processos cognitivos: a) um processo de visualizacdo em
relacdo a representacao do espaco e apoio material; b) um processo de
construcdo, determinado pelos instrumentos utilizados (réguas, compassos,
etc.) e configuracdes geométricas; c) um processo discursivo, que produz
argumentos e provas.

Segundo Kuzniak (2011), o espaco real é mais especificamente liga-
do a visualizacdo por intuicdo, ao qual sdo anexados os instrumentos para a
construcdo de um modelo tedrico. Para esse autor, a questio de visualizacao
se tornou objeto de preocupacao, tanto em Matematica quanto em Didética,
particularmente, a partir dos séculos XIX e XX

Entende-se visualizacdo como “um processo de formar imagens mentais,
com a finalidade de construir e comunicar determinado conceito matematico,
com vistas a auxiliar na resolucao de problemas analiticos ou geométricos”
(LEIVAS, 2009, P. 22). De acordo com Kuzniak (2011, p. 12), “[.] o termo
visualizacao que deve ser estreitamente associado com intuicao e esquemas
operacionais sobre signos e representacdes”.

Para Hilbert e Cohn-Vossen (1932, p. iii)

[.] a tendéncia abstrata tem levado a magnificas teorias siste-
maticas de Geometria Algébrica, de Geometria Riemanniana e
de Topologia; essas teorias fazem uso extensivo de raciocinio
abstrato e calculo simbdlico no sentido de algebra. Apesar disso,
ainda é tdo verdadeira hoje como nunca foi que compreensio
intuitiva desempenha um papel importante em geometria. E essa
intuicio concreta é de grande valor, ndo sé para o pesquisador,
mas também para quem deseja estudar e avaliar os resultados de
pesquisa em geometria.

Borba e Villarreal (2005) comentam que a pesquisa sobre visualizacao,
na Educacio Matematica, tem se apoiado em diversas definicdes e empregado
varios procedimentos, como ambientes computadorizados. Segundo esses au-
tores, também a terminologia usada pelos diferentes pesquisadores varia, sendo
que termos como “habilidade espacial”, “imagem visual” e “visualizacado” sao
encontrados e definidos.



Para Zimmermann e Cunningham (1991), a origem do termo alemao
Anschauliche apresenta certa ambiguidade, riqueza e diferentes significados
como, por exemplo, intuicdo no sentido de formacido ou contemplacio de
imagens mentais. Para os autores, visualizacdo matematica nao é simplesmente
uma apreciacao da Matematica por meio de imagens e a busca de intuicao que
essa visualizacio pretende alcancar nao significa apenas uma simples espécie
de intuicdo ou um substitutivo para compreensao matematica, sendo um tipo
de intuicao que se estabelece no ponto vital de uma ideia matematica, produ-
zindo significado para compreender e resolver problemas.

Assim, para esses autores, visualizacdo matematica nio é apenas uma
forma de representar objetos matematicos. Para eles, “Visualizacao matematica
é o processo de formacao de imagens (mentalmente, ou com papel e lapis,
ou com o auxilio da tecnologia) e utilizacao dessas imagens para descobrir
e compreender matematica” (ZIMMERMMAN: CUNNINGHAM, 1991, p. 3).

Para Duval (2004), a atividade matemadtica, que se realiza em cursos de
Geometria no ensino basico, ocorre em dois tipos de registros: o das figuras e o
da lingua natural. No que se refere ao das figuras, esse é comandado diretamente
pela percepcao, o que é corroborado em Piaget e Inhelder (197 3), sendo impor-
tante que o estudante estabeleca contato com o objeto a ser representado para
estabelecer sua imagem mental. Assim, em sua auséncia podera obter seu registro
figural e, posteriormente, descrevé-lo em linguagem natural. Dessa forma, estara
visualizando o objeto como construto mental, ou seja, desenvolvendo visualiza-
cao, segundo a concepcdo que tem o autor do artigo sobre o termo.

Como exemplo de representacdo, apresentamos a representacao figural
do triangulo retangulo, que usualmente é feita como na figura 1, particular-
mente, por ser resultante da divisdao de um retangulo por uma de suas diago-
nais. Essa representacdo é feita no primeiro segmento do Ensino Fundamental,
ou logo no inicio do segundo.

Figura 1— Representacdes de tridngulos retangulos.
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Fonte: autor.



No entanto, para a construcao do conceito de altura de triangulos, é fre-
quente se encontrar a representacao do triangulo retdngulo como na figura 2.

Figura 2 — Representacdo de tridngulo retangulo e altura relativa a hipotenusa.

90°

Fonte: autor.

Esta forma de visualizar o objeto triangulo retangulo conduz, na maio-
ria das vezes, a que o estudante s perceba uma altura de um triangulo,
no caso o segmento de medida h da figura, o qual se encontra na vertical.
Ainda mais, ndao o leva a intuir que também os catetos, neste caso, sao al-
turas do tridngulo e assim nio estabelece conexdo com o conceito de area
do triangulo, que pode ser obtida como a metade da area do retangulo e
essa corresponde ao produto das medidas de seus dois lados, que passam
a ser os catetos do triangulo. Portanto, um deles corresponde a sua altura e
acredita-se que tal aspecto visual na construcido do conceito é relevante para
o estudante (LEIVAS; SCHERER, 2010).

Ha de se considerar, além disso, que a ultima representacdo do trian-
gulo na figura 2, em geral, é feita no final do Ensino Fundamental, quando é
necessario preparar os estudantes para o Teorema de Pitadgoras e para a Trigo-
nometria, em que é necessario formular o conceito de projecio ortogonal para
obter as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa. Além disso, esta presente
aqui o conceito de rotacdo, pois como pode ser observado nas figuras 1 e 2,
o movimento de rotacdo é realizado e, portanto, as figuras sdo congruentes.
Essa é uma das transformacdes rigidas no plano (como poderia ser no espaco)
que conduzem ao desenvolvimento de habilidades visuais, sesundo o enten-
dimento do autor.

A partir disso, encontramos guarida em Duval (apud MAMMANA;
VILLANI, 1998, p. 48) ao afirmar que:

[.] em Geometria, visualizacio cobre, juntamente com apreen-
sdo perceptiva, discursiva e operativa de uma figura, como uma



representacio do espaco. Como nado requer o conhecimento
matematico, visualizacio desempenha um papel heuristico fun-
damental e, embora a apreensdo operatdria, pode dar algo como
evidéncia convincente. (trad. do autor).

Por sua vez, para Fischbein (1987), o termo intuicao se refere a uma enor-
me variedade de fendmenos cognitivos. Para ele, alguns autores a consideram um
método para amparar a verdade, a esséncia da realidade. Ele a considera como
um tipo especial de cognicao que se caracteriza pela autoevidéncia ou imedia-
tismo, a qual aparece de forma subjetiva, aceitdvel, sem necessidade de uma
justificativa extrinseca, ou seja, uma demonstracdo formal ou suporte empirico.

Entende-se ser a intuicio algo ndo nato, mas processo de construcao de
estruturas mentais para a formacdao de um determinado conceito matematico,
a partir de experiéncias concretas do individuo com um determinado obijeto.
Dessa forma, desenvolver atividades que propiciem ao estudante o desenvol-
vimento de tal habilidade pode favorecer um melhor entendimento da Geo-
metria, 0 que pode ser feito pelos professores em atividades até certo ponto
[Gdicas, como as que sao apresentadas neste capitulo, as quais despertam o
interesse por novas descobertas, ou até mesmo, para desenrolar atividades que
auxiliem os professores a decidirem aquilo que irdo ensinar.

Freudenthal (1973) levanta o questionamento: o que é Geometria?
Ao buscar resposta encaminha-a em dois niveis: 1) Em um nivel mais elevado,
a Geometria é uma parte da Matematica, de certo modo, axiomaticamente or-
ganizada; 2) Em um nivel mais elementar, a Geometria é essencialmente a com-
preensdo do espaco em que a pessoa Vive, respira e se move. E o espaco em
que a pessoa deve aprender a conhecer, explorar, conquistar, de modo a poder
af viver, respirar e mover-se melhor. O autor ainda insiste que ela sé pode ter
significado pleno se for explorada sua relacdo com o espaco experienciado.

Ao concordar com o emérito educador matematico, cita-se uma situa-
cao didatica que o professor pode explorar, utilizando um mecanismo simples
para introduzir uma ideia fantastica e complexa, que é a da Curva de Peano,
isto 6 uma curva continua que recobre todo o plano. E complexa em virtude
de que define um conjunto denso no plano, a exemplo do que ocorre com o
conjunto dos racionais na reta. Tais curvas sao obtidas por meio de sucessao
de curvas continuas que ndo se interseccionam, porém convergem a uma curva
limite e isto constitui um objeto fractal de dimensao 1 e, portanto, podem de-
sencadear o desenvolvimento de varios contetidos em diversos niveis. No que



segue, ilustra-se uma possibilidade de construcao dessa curva a partir de uma
folha de papel, utilizando apenas régua, lapis e tesoura.

Partindo de uma folha de papel A4, cujas extremidades sdo os pontos
A, B, C, D (Figura 3), constroem-se linhas auxiliares, L, L, L, e L, (observe o
tracejado). Uma linha pontilhada longitudinal divide a folha pelo ponto médio
dos lados AB e CD. As linhas tracejadas distam aproximadamente 1cm das
bordas laterais e da linha central. Marcam-se linhas pontilhadas horizontais
equidistantes (aproximadamente 1cm).

Figura 3 — Construcdo da Curva de Peano no plano em material manipuldvel.
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Fonte: dados do autor.

Ao fazer os recortes pelas linhas pontilhas, obtém-se uma representacao
da Curva de Peano, apresentada em dois estagios para melhor acompanhamen-
to da evolucao (Figura 4).



Figura 4 — Obtencdo da Curva de Peano.

Fonte: dados do autor.

Percebe-se, pela construcdo realizada, que a nocdo intuitiva do que é
uma curva pode ser obtida, de forma perceptiva, com o material. Tanto mais
ela se aproxima do objeto geométrico quanto mais estreitas forem as tiras
demarcadas para o recorte. Para Piaget e Inhelder (1973), a representacao
sO ocorre posteriormente a percepcao, uma vez que essa ultima acontece
na presenca do objeto e a primeira, na sua auséncia. Acredita-se que a
atividade didatica pode permitir uma imagem mental de um conceito a ser
formalizado a posteriori.

A atividade sugerida ao desenvolver habilidades visuais remete nova-
mente a Freudenthal (1991, p. 14, trad. do autor), quando ele afirma: “Mate-
madtica como uma atividade é um ponto de vista muito diferente da Matemaética
de livros impressos ou daquela impressa na mente”, o que reitera 0 nosso forte
apelo a visualizacao como construto mental para a construcio do conheci-
mento geométrico. Indo mais além, o autor afirma: “essa é a Matematica como
atividade de descobrir e organizar em uma interacdo de contetido e forma;
mais tarde, teremos de levantar a questao de saber se 0 ensino da Matematica
tem realmente se preocupado com este desenvolvimento” (p. 15).

A partir desses pressupostos, elaborou-se uma atividade investigativa a
respeito de um conhecimento de Geometria Espacial, a qual se refere a uma
forma pedagdgica (a exemplo daquela feita para a Curva de Peano ou da cons-
trucao de alturas de tridngulos) que pode ser utilizada pelos professores para
incentivar e desencadear um conteddo dessa area, que consta dos curriculos
dos niveis de ensino ao qual foi aplicada a investigacdo. Com base nos resul-
tados alcancados, torna-se evidente a necessidade didatica de organizar con-
tetdos de Geometria, constantes dos curriculos, e desenvolver atividades que



conduzam os estudantes e professores a um conhecimento tanto pedagdgico
quanto de contetido, no caso, das transformacdes geométricas.

3. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para analisar o tipo de resposta de alunos de varios niveis de ensino a
uma situacao que envolve visualizacio, foi elaborado um teste com uma ques-
tdo de escolha multipla, na qual foi solicitado que o aluno escolhesse uma das
seis alternativas de resposta e justificasse sua decisio.

A questio elaborada tem o seguinte enunciado:

Num dado honesto, a soma das bolinhas [ou nimeros] em faces opos-
tas é sempre igual a 7. Tendo dois dados honestos idénticos, colocados lado
a lado, como na figura, pergunta-se: quantas bolinhas [ou niimeros] poderdo
estar na face nao visivel localizada no lado direito na posicdo indicada na
figura pela seta? Explique como vocé fez para decidir.

(a) 1 ou 6 s =

(b) 1,4 ou 6 o o ¢ '\

() 1,45 ou 8 . ¢ |
(d) somente | . . .

(e) somente 6 .

(f) somente 5

O investigador tinha como hipdtese que os participantes utilizariam os
movimentos de rotacio no espaco a partir de uma representacio plana de um
objeto espacial. Dessa forma, intuitivamente, poderiam explorar tais movimen-
tos por meio de habilidades visuais, uma vez que a investigacao foi feita com
individuos a partir do segundo segmento do Ensino Fundamental, quando o
contetido de Geometria Espacial ja foi iniciado. Desde o primeiro segmento
desse nivel, os estudantes lidam com formas geométricas espaciais utilizando
recursos materiais e chegam as unidades de capacidade, por exemplo.

Na figura 5, ilustram-se os dois movimentos necessarios para obter a
solucao.



Figura 5 — Giros realizados no primeiro dado.
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Fonte: dados do autor.

Observa-se que, a partir da figura original, faz-se um giro (rotacao ver-
tical no espaco, de 202) no dado da esquerda, no sentindo horério indicado
pela flecha, fazendo com que a face contendo duas bolinhas passe para a face
superior. Com isso, a face contendo 4 bolinhas passa para o lado direito e sua
face oposta, com 3 bolinhas, vem para o lado esquerdo [primeiro movimento
na figura central].

Como a face com 3 bolinhas necessita vir para a frente, para que os dois
dados figuem na mesma disposicao, sem alterar a face com 2 bolinhas na face
superior, faz-se necessario outro giro [rotacao horizontal no espaco, de 209]
no dado da esquerda. Isso faz com que a face oposta a que tem 1 bolinha, ou
seja, a que tem 6 bolinhas, venha para a face lateral esquerda e, consequen-
temente, sua oposta, aquela com 1 bolinha, va para a face lateral direita e os
dois dados ficam na mesma disposicdo. Portanto, a resposta esperada para a
solucdo do problema se encontra na alternativa (d).

A questdo foi aplicada a 137 alunos, de varios niveis de ensino, esco-
[hidos por conveniéncia, em aulas de Matemadtica, cujos(as) professores(as)
concordaram em colaborar com o pesquisador autor deste capitulo.

As respostas, escritas na mesma folha em que foi proposta a questdo,
foram recolhidas pelos(as) professores(as) responsaveis e entregues ao pesqui-
sador, que tabulou os dados aqui apresentados, para analisa-los conforme os
pressupostos tedricos acima apresentados.

4. APRESENTACAO DOS DADOS

A questdo foi inicialmente aplicada em duas turmas de 62 ano do En-
sino Fundamental de uma escola publica de uma cidade gatcha. Na primeira



turma, designada por EF,, houve 13 alunos respondentes. A fim de evitar sua
identificacdo, estes foram nomeados por EF,(1); EF (2); ... ; EF,(13). O primei-
ro aluno a concluir respondeu em 12 minutos e o Gltimo, em 20 minutos.
No quadro 1, indica-se o nimero de respostas para cada alternativa da ques-
td0, com o respectivo percentual:

Quadro 1 — Distribuicdo das alternativas assinaladas pelos alunos da turma EF,

Alternativa N. %
(a) 1 ou 6 0 0,0
(b) 1,4 0u 6 0 00
(c1,4,50u6 2 15,4
(d) somente 1 1 77
(e) somente 6 3 23,1
(f) somente 5 7 538
Total 13 100,0

Fonte: dados da pesquisa.

Na segunda turma, designada por EF,, responderam a questao 20 es-
tudantes, sendo que o primeiro a concluir utilizou 7 minutos e o tltimo, 20
minutos. Os alunos foram identificados por EF(1); EF(2); .. ; EF(20). No qua-
dro 2, indica-se o ntimero de respostas para cada alternativa da questdo, com
0 respectivo percentual:

Quadro 2 — Distribuicdo das alternativas assinaladas pelos alunos da turma EF,

Alternativa N. %

(a) 1 ou 6 2 10,0
(b) 1,4 ou b 1 50

(c1,4,50u6 2 10,0
(d) somente 1 3 15,0
(e) somente 6 2 10,0
(f) somente 5 10 50,0
Total 20 100,0

Fonte: dados da pesquisa.



A questao também foi aplicada em duas turmas de terceiro ano do En-
sino Médio, de uma escola publica de outra cidade gaticha. A primeira turma,
designada por EM,, teve 21 alunos respondentes, identificados por: EMA(l);
EM,(2); ..; EM, (21). O primeiro aluno a concluir levou 2 minutos e o tltimo,
22 minutos. No quadro 3, indica-se o niumero de respostas para cada alterna-
tiva da questdo, com o respectivo percentual:

Quadro 3 — Distribuicdo das alternativas assinaladas pelos alunos da turma EM,

Alternativa N. %
(a) 1 ou 6 6 28,6
(b) 1,4 0u 6 2 9.5
(c1,4,50u6 3 14,3
(d) somente 1 6 28,6
(e) somente 6 0 0,0
(f) somente 5 4 19,0
Total 21 100,0

Fonte: dados da pesquisa.

A segunda turma de terceiro ano do Ensino Médio, denotada por EM,,
teve 22 alunos respondentes e sua identificacao é feita por EM,(1); EM,(2); .. ;
EMB(ZZ). O primeiro aluno a concluir a resposta levou 5minutos e o dltimo,
43 minutos. No quadro 4, indica-se o nimero de respostas para cada alternativa
da questao, com o respectivo percentual, sendo que, neste caso, houve uma res-
posta anulada, porque o estudante assinalou mais de uma alternativa:

Quadro 4 — Distribuicdo das alternativas assinaladas pelos alunos da turma EM,

Alternativa N. %

(a) 1ouéb 11 50,0
(b) 1,4 0u 6 1 4,5
(c)1,4,50ub 0] 0,0
(d) somente 1 5 22,7




(e) somente 6 0 0,0
(f) somente 5 4 18,2
Anulada 1 4,5
Total 22 100,0

Fonte: dados da pesquisa.

Apos as respostas de alunos da educacdo bésica, a questao foi aplicada
a duas turmas de cursos de Engenharia de uma universidade privada de ensino
superior do Rio Grande do Sul. Um grupo, denotado por ES,, teve 27 alunos
respondentes, nomeados por ES,(1); ES,(2); ... ; ES,(27). Os respondentes leva-
ram, em média, 10 minutos para responder a questdao. No quadro 5, indica-se
0 numero de respostas para cada alternativa da questio, com O respectivo
percentual:

Quadro 5 — Distribuicdo das alternativas assinaladas pelos alunos da turma ES,

Alternativa N. %
(a) 1ou b 11 40,7
(b) 1,4 0u b 1 37
(cJ1,4,50u6 0 00
(d) somente 1 8 29,6
(e) somente 6 4 14,8
(f) somente 5 3 11,1
Total 27 100,0

Fonte: dados da pesquisa.

Na segunda turma, denotada por ES,, responderam 19 estudantes, no-
meados por ES,(1); ES,(2); ... ; ES,(19), que levaram, em média, os mesmos 10
minutos para responder. No quadro 6, indica-se o niimero de respostas para
cada alternativa da questao, com o respectivo percentual:



Quadro 6 — Distribuicdo das alternativas assinaladas pelos alunos da turma ES,

Alternativa N. %

(a) 1 ou 6 6 31,6
(b) 1,4 0u b 1 53

(c1,4,50u6 2 10,5
(d) somente 1 5 26,3
(e) somente 6 2 10,5
(f) somente 5 3 15,8
Total 19 100,0

Fonte: dados da pesquisa.

Por fim, a questao foi aplicada em uma turma de uma disciplina de Ge-
ometria em um curso de Mestrado Profissional de Ensino de Matematica em
uma instituicio de Ensino Superior do Rio Grande do Sul, na qual o autor é
o professor-pesquisador. Esse grupo é denotado por MP e os 15 estudantes
respondentes, por MP(1), MP(2), .. MP(15). O primeiro a entregar concluiu a
resposta em 10 minutos e o Gltimo, em 13 minutos. No quadro 7, indica-se
0 numero de respostas para cada alternativa da questio, com O respectivo
percentual:

Quadro 7 — Distribuicdo das alternativas assinaladas pelos alunos da turma MP.

Alternativa N. %
(a) 1 ou 6 9 60,0
(b) 1,4 ou b 0 00
(cJ1,4,50u6 1 6,7
(d) somente 1 4 26,7
(e) somente 6 1 6,7
(f) somente 5 0 0,0
Total 15 100,0

Fonte: dados da pesquisa.



Para comparar o desempenho dos estudantes desses varios niveis de

ensino ao responderem a questdo, foi elaborado o quadro ?:

Quadro 9 — Comparativo de percentuais.

Alternativa EF, EF, EM, EM, ES, ES, MP
(a) Toub 0,0 10,0 28,6 50,0 40,7 31,6 60,0
(b) 1,4 0u b 0,0 5,0 2.5 4,5 3,7 53 0,0
(1,4, 50u6| 154 10,0 14,3 0,0 0,0 10,5 6,7
(d) somente 1 77 15,0 28,6 22,7 29,6 26,3 26,7
(e) somente & 23,1 10,0 0,0 0,0 14,8 10,5 6,7
(f) somente 5 53,8 50,0 19,0 18,2 11,1 15,8 0,0
Anulada - - - 4,5 - - -
Total 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 100,0

5. ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS

Fonte: dados da pesquisa.

Para analisar as respostas dos participantes, reunindo a alternativa as-
sinalada com a justificativa, elaboramos as seguintes categorias de respostas:

e alternativa correta, com justificativa coerente;

e alternativa correta, sem justificativa;

* alternativa correta, com justificativa incorreta;

* alternativa incorreta.

Essa categorizacdo foi, entdo, usada para a analise de cada turma envol-
vida na pesquisa, conforme apresentado a seguir. Por se tratar, nesse caso, de
uma analise qualitativa, somente sao apresentados os casos em que ha alguma
justificativa, correta ou incorreta, para a escolha.

5.1. Anilise de EF,

Apenas o aluno EF, (13) apresentou alternativa correta, com justificativa
incorreta: “eu olhei bem para o quadro e acho que falta somente | para o
quadro. Esta certo”.




5.2. Anilise de EF,

Dos trés alunos que assinalaram a alternativa correta, apenas um deles,
EF, (6), ensaiou uma justificativa que pode ser considerada correta, ja que se
tratava de uma questio de multipla escolha: “eu decidi através de calculos,
assim fui eliminando as alternativas até restar uma so”.

Pode-se concluir que, nas duas turmas do Ensino Fundamental, hd uma
grande dificuldade na comunicacado em lingua materna, uma vez que ndo con-
seguiram argumentar sobre o que fizeram.

5.3. Anilise de EM,

Nesta turma, seis alunos assinalaram a alternativa correta, mas nenhum
deles deu uma justificativa coerente. EM (1) escreveu: “sei Ia professora”. EM A
(7), EM, (8), EM, (12) e EM, (15) e EM, (19) justificaram erroneamente,
destacando-se a resposta de EM, (19): “acredito que o primeiro dado teria
os valores nos quais ‘tentei” usar a ldgica, e fiz o somatorio do primeiro e do
segundo dados na horizontal”. O raciocinio do aluno é falho, a medida que
somou, sem razao plausivel, 2+1+ 3+x=7, 0 que o conduziu a obter para x o
valor 1.

5.4. Anilise de EM,

Cinco alunos assinalaram a alternativa correta; destes, quatro apresenta-
ram justificativas interessantes, no que se refere a imaginacdo e a criatividade
dos respondentes:

EMB(13): “pois, como a soma dos ‘lados opostos™ é igual a 7, observei as
faces dos dois dados e fiz essa soma, chegando a conclusdo de que no lado
indicado é o ntimero 1,

EM, (5): “eu fiz assim: contei quatro+dois de cima deu seis e depois
dois+um+trés da lateral deu seis e dai somei mais um de cada e deu sete”,

A solucao apresentada por EM, (5) é criativa e muito interessante, pois
nao tendo explorado os movimentos, ele analisou do ponto de vista algébrico

visual.

EM, (2) apresentou justificativa similar a de EM (5).



EM, (10): “concluindo, os niimeros um e seis podem estar onde a seta apon-
ta, mas girando o primeiro dado na posicdo em que estd o segundo, com o
numero de bolinhas quatro para tras, o tinico nimero possivel para estar na
posicdo apontada pela seta é o nimero um’.

O raciocinio de EM, (10) é relevante, uma vez que, inicialmente, estabe-
lece a premissa de que poderiam ser os ntimeros 1 ou 4. Percebe, visualmente,
o movimento de giro (rotacao) para definir que somente o 1 satisfaz.

O aluno EM, (3) apresentou uma justificativa errada: “pois colocando
0 3 para baixo, o 2 ficara na mesma posicdo do outro, sendo assim o | fica
ao lado do 2”.

Seu raciocinio da indicios de compreensio de movimentos de rotacao
no espaco. Entretanto, n3o esta correto quando afirma que “2 ficard na mesma
posicao do outro”.

A analise feita nessas duas turmas do Ensino Médio permite concluir
que houve um avanco em relacdo ao grupo do Ensino Fundamental, quer no
percentual de acertos da questio quer na justificativa da resposta escolhida.
Por exemplo, EM,(3) explora intuitivamente o conceito de rotacao e EM,(10)
parece visualizar o movimento esperado. Todavia, verifica-se que, em geral,
realizam célculos para argumentar as respostas.

5.5. Anilise de ES,

Oito estudantes responderam corretamente que a solucio estava na le-
tra (d) e a metade deles apresentou justificativa envolvendo movimento ou
giro, como se pode observar nos grifos por nds indicados:

ES A(28): “virando o dado no pensamento e pondo ele na posicdo do dado
da esquerda’.

ES A(1 7): “se a soma das faces opostas é 7 no primeiro dado, a face de cima
tem 4 entdo a de baixo é 3. Quando o dado é virado na segunda figura, o 1
se localiza no lado direito”.

Entende-se que esses estudantes estdo corroborando o que entendemos
por visualizacao: um construto mental. Os outros dois apresentam justificativas
similares, explorando os somatdrios em faces opostas.



Quatro alunos assinalaram a alternativa correta, mas com justificativas
nao convincentes:

ES,(10): “o 6 encontra-se na face oposta de 1”.
ES A(26): “usando a logica que o | e 0 6 estdo em lados opostos”.

ES, (3): “porque como as somas devem dar 7, no lado oposto temos o é para
ficar 7, do outro lado deve ser 1”.

ES, (4) faz uma justificativa similar a anterior.

Entre as respostas erradas, pode-se destacar a justificativa a seguir, a qual
é uma tentativa de argumentar em termos de movimentos.

ES A(23): atribui valores para o dado da esquerda e girei o dado da direita
até que ele fique igual ao da esquerda e observei as possibilidades. [grifo do
autor]

5.6. Anilise de ES,

Cinco alunos marcaram a alternativa correta e, desses, apenas um apre-
sentou justificativa incorreta. A seguir, ha algumas das justificativas considera-
das coerentes:

ES, (4): “considerando a soma das faces opostas igual a sete, ficamos com os
numeros | e 6 para as faces laterais. Como o dado indicado é idéntico ao
primeiro, considerando a ordem das posicées das bolinhas 2 e 4, ajeitando o
segundo dado, vemos que a face indicada contém uma bolinha’.

Entende-se a expressdo “ajeitando”, usada por ES, (4), como um dos
movimentos de rotacdo que fez para seu construto visual mental.

ES, (5): “determinei as faces opostas das faces conhecidas e movi o dado da
esquerda mentalmente, colocando-o na mesma posicdo do da direita. Feito
isso, concluo que a unica possibilidade de nimero de bolinhas da face em
questdo é 1”.



ES, (9): “se ‘movimentarmos’ o dado mentalmente, vemos que ali so pode ter
o I, passamos o 2 para cima e o 4 para tras”.

O aluno ES, (1) assinalou a alternativa correta, mas justificou incorreta-
mente, apontando outro valor: “supondo que os dados sejam iguais e um esta
de frente e o outro de ‘costas’, ha somente um nimero que pode estar no
dado indicado pela seta. Acredito sero n. 5~

Ainda que tenha assinalado errado a alternativa, nota-se o empenho do
aluno ESB(l 7) na tentativa de justificar, na qual planifica os dados para buscar
sua resposta a partir de movimentos, conforme a figura 5:

Figura 5 — Tentativa de justificativa do aluno ES,(17).
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Fonte: dados da pesquisa.

Da andlise das respostas dos alunos do Ensino Superior, em especial por
serem de Cursos de Engenharia, constata-se haver a busca de amparar as justi-
ficativas na logica, nos construtos mentais, dentre outros. Assim, parece que as
habilidades visuais mentais, embora em desacordo com o desejado neste nivel
e neste curso, podem ser consideradas relevantes.



5.7. Anilise de MP
Os quatro estudantes que assinalaram corretamente a letra (d) justifica-
ram de forma correta, com maior ou menor grau de aprofundamento tedrico:

MP(13): “como os dados sdo iguais, eu movimentei o dado intuitivamente.
C
Rotacionei o 12 dado (no espaco) 902 para a direita, obtendo L/J

(N L

Ap0s rotacionei novamente o 12 dado (no plano) para a esquerda obtendo

/ -J, logo somente 1”2

O estudante MP (10) apresenta aspectos visuais interessantes a respeito
de movimentos rigidos no plano e no espaco. Utiliza argumento similar a MP
(13) em termos de movimentos, porém, usa a expressao “virando o 12 dado”.
Utiliza representacdes iconicas do dado, como segue na figura 6, para concluir
que o ntimero a ser indicado é o 1.

Figura 6 — Representacdo iconica do movimento, do aluno MP (10).
L ] i x 4
Fonte: dados da pesquisa.

MP(7): “acredito que seja uma bolinha, pensando na posicdo do segundo
dado onde o lado que tem uma bolinha ficaria com as faces visiveis de duas
e trés bolinhas, fazendo esse giro mental, imaginei que obrigatoriamente seria
o lado de uma bolinha. Confesso que fiquei em duvida entre o lado com seis
bolinhas e o lado com uma bolinha”.

Em funcdo da ddvida de MP (7), posteriormente lhe foi questionada a
resposta e o aluno reafirma a ideia do giro mental, de modo a poder comparar
os dois dados.

2% As imagens constantes na escrita de MP(13) foram obtidas no GeoGebra pelo autor.



Por fim, MP(1), que afirma ter comparado com o primeiro dado para
visualizd-lo no formato do segundo, ndo deixando de estar correta sua ar-
gumentacdo, uma vez que aparenta ter visualizacdo como construto mental
bem definido.

Os nove alunos que responderam que o nimero de bolinhas po-
deria ser 1 ou 6 nao levaram em consideracdo que os dois dados sao
dispostos de forma idéntica e, portanto, ndo identificaram a coesdo dos
movimentos a serem feitos no dado da esquerda para se configurar como
o da direita. A justificativa de MP (3) é similar a dos demais: “como a
soma dos lados opostos sempre sera 7, ja descarto o 4. Da mesma forma,
se em cima tem 2 bolinhas, descarto o 5. Logo, podera ser | ou 6, pois
a soma sera 7”.

Alguns desses respondentes, inclusive, elaboraram uma planificacdo,
mas de forma incorreta, como é o caso de MP(1 1), conforme se vé na figura 7:

Figura 7 — Planificacdo dos dados realizada por MP(11).

Fonte: dados da pesquisa.

Em virtude de estarem cursando uma disciplina especifica de Geometria,
na qual os movimentos rigidos no plano foram trabalhados, era de se esperar
que as argumentacdes fossem mais explicitas, matematicamente. No entanto,
nao se pode deixar de considerar que o poder argumentativo deste grupo es-
pecifico se encontra em nivel mais ampliado do que nos anteriores, de forma
que isso faz sentido.



6. CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos, neste capitulo, uma investigacao realizada em quatro ni-
veis de escolaridade: Ensino Fundamental, Médio, Superior e Mestrado, com o
objetivo de verificar como os estudantes resolviam uma questdo de visualizacao
espacial. Em particular, a situacdo envolvia, em sua resolucdo, o contetido de
movimentos rigidos. A questio ndo exigia nenhum algoritmo, apenas aspectos
visuais e intuitivos. Além disso, buscamos também verificar como os estudantes
argumentavam suas respostas. Verificamos uma tendéncia dos alunos em ten-
tarem justificar com pequenos algoritmos, como o da soma dos termos, e até
utilizarem linguagem algébrica.

Concluimos, a partir dos dados coletados, que ha uma grande dificul-
dade dos participantes em relacdo a visualizacdo espacial a partir de repre-
sentacdo plana de um objeto espacial, uma vez que, em média, apenas 23,4%
deles escolheram a alternativa correta. O baixo indice de respostas corretas
e a grande falta de justificativas — ou de justificativas erradas —, é um fator a
ser considerado na formacao do professor de Geometria. Assim, julgamos ser
pertinente incluir, nos curriculos dos cursos de formacao de professores, ativi-
dades que desenvolvam tal habilidade, visto que ela é relevante para os mais
variados ramos da Matematica.

Entendemos que construir conhecimento matematico ndo comeca com
conceitos, mas sim o contrario: conceitos sao resultados de processos cogniti-
vos, 0s quais podem ser construidos pelo caminho da visualizacdao, em Geome-
tria, corroborando as ideias de Freudenthal (1973, 1991), em que Matematica
permite definicdes explicitas em uma fase mais precoce do que qualquer outro
campo do conhecimento.

De acordo com o mesmo autor, pesquisadores ja admitem que con-
ceitos sdo precedidos por algo menos formal, por iniciacdes, pré-concei-
tos, como eles chamam, o que, a longo prazo, significa que a meta ainda
é a construcdo de conceitos. Neste artigo, buscamos ilustrar como ativi-
dades que exploram habilidades visuais podem conduzir a formulacao de
conceitos, embora mais avancados, até mesmo pelas questdes indicadas
por Fischbein (1987) a respeito da autoevidéncia que tais construcoes
permitem intuir. Assim, o ensino e a aprendizagem em Geometria, utilizan-
do a visualizacdo, podem avancar em operacdes e construtos mentais dos
objetos geométricos.



A questao utilizada na investigacdo, bem como as demais citadas neste
capitulo, pode ser aplicada pelo professor de Matematica tanto na educacao
basica como na superior, de modo que ambas possam servir de incentivo
para motivar os estudantes ao estudo da Geometria, tio relegada a segundo
plano nos curriculos. Por sua vez, considera-se que que essas questdes po-
dem desenvolver as habilidades visuais que se julgam ser pertinentes para a
construcdo do conhecimento geométrico em diversos niveis de escolaridade
e, portanto, ser um caminho para o ensino e a aprendizagem em Geometria.

Com este trabalho, mostramos necessidade de investir na formacido do
professor em novas abordagens didaticas para iniciar ou desenvolver conteu-
dos geométricos que podem, até mesmo em niveis mais avancados, partir de
situacdes simples que facilitem a intuicio e a visualizacdo como construcao
mental para, posteriormente, partir para representacdes e algoritmos.
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CAPITULO 7
7442
O CONHECIMENTO SOBRE PERIMETRO E AREA DE FIGURAS
PLANAS: UM ESTUDO COM PROFESSORES EM FORMACAO

1. INTRODUCAO

O trabalho com formacao de professores em cursos de pds-graduacao
em Educacao Matematica propicia a emergéncia de dificuldades que nio sao,
em geral, discutidas nas aulas da graduacao em Matematica. Os licenciados
cursam disciplinas como Andlise, Algebra e Geometria, mas nelas nio h4, em
geral, resgate de contetidos da educacao basica que vao ser trabalhados logo
em seguida, quando esses professores em formacdo ingressarem no mercado
de trabalho e assumirem turmas de Ensino Fundamental ou Médio.

Em geral, dificuldades relacionadas a conceitos matematicos podem
levar esses docentes recém-graduados a gerarem obstidculos a aprendizagem
de seus alunos, pois estes vao formar imagens desses conceitos*® que nao
correspondem ao que é aceito como definicdo do conceito pela comunidade
matematica.

E interessante entender como os professores de Matematica resolvem
problemas que envolvem conceitos matematicos elementares, como os de pe-
rimetro e 4rea; dessa forma, aplicar questdes de Matematica basica para profes-
sores em formacao continuada é uma maneira de entender suas dificuldades e
poder contribuir para a formacdo de seu conhecimento para o ensino.

Assim, com o objetivo de avaliar o conhecimento comum e o conheci-
mento especializado (BALL;, THAMES; PHELPS, 2008) do contetddo “perimetro e
area de figuras planas”, planejamos a investigacio qualitativa relatada neste texto.

30 Aqui, estamos fazendo referéncia as ideias sobre imagem de conceito e definicio de conceito,
apresentadas em Tall e Vinner (1981).



2. ALGUNS PRESSUPOSTOS TEORICOS

O conhecimento matematico para o ensino (mathematical knowledge
for teaching —MKT) foi definido por Ball, Thames e Phelps (2008) como
“o0 conhecimento necessario para levar adiante o trabalho de ensinar ma-
tematica” (p. 395). Em varios textos escritos com diversos colaboradores,
Ball tem apresentado suas ideias sobre o assunto e investigado as categorias
desse conhecimento.

Em 2008, Ball, Thames e Phelps sintetizaram varios conceitos ja es-
bocados em textos anteriores da equipe e apresentaram uma subdivisdo das
categorias de conhecimento matematico para o ensino. Para eles, o conhe-
cimento do conteddo da matéria pode ser subdividido em conhecimento
comum do contetudo (common content knowledge — CCK) e conhecimento
especializado do contetdo (specialized content knowledge — SCK). O pri-
meiro tipo é definido como o conhecimento matematico e as habilidades
necessarias para o ensino, mas que nio sao exclusivas do professor de Ma-
tematica. O segundo é formado por conhecimentos que nido tém outro pro-
posito além do ensino.

Ja o conhecimento pedagdgico do contetido pode ser subdividido em
conhecimento do contetdo e dos estudantes (knowledge of content and
students — KCS) e conhecimento do contetido e do ensino (knowledge of
content and teaching — KCT), de modo que se expressam os conhecimentos
da Matematica alinhados com o que se sabe sobre os estudantes e sobre o
proprio ensino.

Varios autores tém se dedicado ao estudo desses constructos apresen-
tados por Ball e colaboradores (PENG; LUO, 2009; BALL; FORZANI, 2010,
entre outros). Especificamente relacionados ao conhecimento comum e ao
conhecimento especializado do contetido, temos, por exemplo, os artigos de
Moru et al. (2014) e de Speer, King e Howell (2015).

Moru et al. (2014) consideram que os professores, em geral, identi-
ficam os erros de seus alunos e os interpretam de uma Unica perspectiva,
mas que o desejado seria fornecer multiplas interpretacdes. Os autores pla-
nejaram uma investigacao para responder a seguinte questio: que conhe-
cimentos de analise de erros possuem os professores? Para isso, aplicaram
um teste a alunos de Calculo Diferencial e submeteram as resposta a dois
professores da disciplina.



Moru et al. (2014) concluiram que a interpretacao desses docentes
foi feita sob uma tnica perspectiva e sua analise foi “opaca”, visto que ndo
levaram em conta erros que surgiam em etapas intermedidrias das solucoes.
Mostraram ter elementos do conhecimento especializado, pois identificaram
os erros sem dificuldade, mas nio aprofundaram a analise sob multiplas
perspectivas, deixando de enfatizar, por exemplo, os aspectos geométricos
das solucdes. Dessa forma, podem nao ser capazes de planejar atividades
para remediar 0s erros.

Speer, King e Howell (2015) comentam o fato de que muitos pesquisa-
dores tém se debrucado sobre o conhecimento do professor da escola elemen-
tar, todavia que é valido questionar o que acontece com professores do ensino
secundario ou superior. Esses autores consideram que

hd razdes para acreditar que esses constructos [MKT, SCK] se
aplicam a professores de todos os niveis — afinal, o trabalho
intelectual requerido é similar, as tarefas de ensino sdo similares
e, assim, é razodvel presumir que Os processos cognitivos vao
funcionar de maneira semelhante. Por outro lado, as abordagens
de ensino variam através dos niveis e as praticas dos professores
podem ser mais variadas em niveis superiores do que na escola
elementar. (p. 109-110).

Uma primeira questao, que surgiu a partir dos resultados da pesquisa
de Speer, King e Howell (2015), refere-se ao significado de conhecimento
comum e conhecimento especializado para professores que tém uma formacao
matematica de nivel superior. Por exemplo, reconhecer que a definicio de um
conceito estd bem formulada pode ser parte do conhecimento especializado
de um professor de escola basica, mas pode ser parte do conhecimento co-
mum de um professor de ensino superior.

Uma segunda questdo proposta por Speer, King e Howell (2015) re-
fere-se a relacao entre o tipo de trabalho feito por um mateméatico em suas
pesquisas e o que é feito quando ensina Matematica. Se a distincio entre CCK
e SCK é clara na escola basica, porque o trabalho de ensinar vai além de saber
Matematica para o dia a dia, ja fica menos clara quando se considera o traba-
lho cotidiano de um matematico.

Se for considerada a tarefa de examinar as respostas de alunos a um
problema, que exige e desenvolve o conhecimento especializado, o que



podemos dizer da atividade de um matematico em seu dia a dia? Nao esta ele
constantemente avaliando solucdes de seus pares e revisando artigos? Dessa
forma, para um matematico, o conhecimento comum e o especializado se con-
fundem em muitos aspectos. Até que ponto o conhecimento comum de um
determinado contetdo se confunde com o especializado, para um professor de
Ensino Médio ou Superior?

Speer, King e Howell (2015) concluem seu artigo sugerindo que sejam
desenvolvidas novas pesquisas com professores desses niveis superiores de en-
sino, de modo a ter clara a distincao entre os tipos de conhecimento esperados
e efetivamente assumidos por eles.

Steele (2013) comenta que foi evidenciado, em avaliacdes nacionais e
internacionais, algum progresso dos alunos americanos em relacdo ao conhe-
cimento matematico, mas que esse ganho pouco aparece quando se considera
conhecimentos sobre Geometria e medidas. Dessa forma, ele considera que os
professores também tiveram poucas oportunidades de aprender sobre o mes-
mo assunto. Para medir o conhecimento de professores para ensinar Geometria
e medidas, Steele (2013) planejou um conjunto de atividades focadas nas
relacdes entre medidas de figuras planas e seu perimetro e area; tais atividades,
segundo o pesquisador, medem aspectos da relacio entre conhecimento co-
mum e conhecimento especializado dos contetidos envolvidos.

Apds analisar detalhadamente as respostas a cada atividade, Steele
(2013) conclui que os resultados de sua pesquisa ilustram importantes cone-
x0es entre os dois tipos de conhecimento, 0 que nao tinha sido detectado, até
entao, em outras investigacdes. Visto ter trabalhado com professores do nivel
correspondente ao Ensino Médio brasileiro, o autor partiu do pressuposto de
que esses professores tinham conhecimento aprofundado do contetido envol-
vido. No entanto, os resultados de algumas tarefas que envolviam ambos os
tipos de conhecimento mostraram que as conexdes entre estes nem sempre
sdo fortes. Assim, o autor sugere que essas tarefas sejam usadas “como funda-
mento para futuras pesquisas, para construir um conjunto de medidas coeso e
uma base robusta de experiéncias sobre o conhecimento matematico para o
ensino, de professores secundarios” (STEELE, 2013, p. 266).



3. APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS

Com base nos pressupostos acima explanados, desenvolvemos, entdo,
a investigacao aqui relatada. Quatro das questdes abertas do teste usado
por Steele (2013) foram traduzidas e adaptadas. A seguir, essas questdes
foram aplicadas a um grupo de 21 professores participantes de um curso de
formacao continuada de uma Instituicio de Ensino Superior do Rio Grande
do Sul. Para evitar a identificacao, os 21 participantes foram indicados pela
letra P, seguida de um ntimero, de 1 a 16, e usamos o género masculino para
mencionar qualquer um deles.

Apods a aplicacao, as respostas foram analisadas e categorizadas, com
base em adaptacdes das indicacdes de Steele (2013).

A primeira questao aborda o conhecimento comum do contetido e seu
enunciado é:

Tangram é um conjunto especial de sete pecas geométricas mostradas
na figura | abaixo. As figuras 2 e 3 foram construidas usando todas as pecas
do Tangram.

a) qual figura, 2 ou 3, tem a maior area? lustifique;

b) qual figura, 2 ou 3, tem o maior perimetro? Justifique.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Como resposta, espera-se que o professor mostre conhecimento de que
tomar uma figura plana em varias partes e rearranja-las pode modificar o peri-
metro, mas nao a area da figura. E uma aplicacio do Postulado da Adicao de



Areas3!. Portanto, as duas figuras tém mesma area, entretanto a figura 3 tem
maior perimetro.

Segundo Steele (2013), o professor pode responder corretamente a
questao de trés maneiras: 1) estimar visualmente a drea e o perimetro; 2) usar
um instrumento de medida (formal ou ndo formal) para determinar o perimetro
e a area de cada peca e fazer a comparacao; 3) apresentar argumentos formais
(definicdes, propriedades). O autor estabeleceu uma pontuacdo para as respos-
tas em cada item, que adaptamos segundo critérios ja empregados em outra
pesquisa (CURY; RIBEIRO; MULLER, 2011). Em qualquer questao, a auséncia
de resposta é categorizada como “em branco”.

No item a, consideramos correta a resposta em que o professor afirma
haver a mesma area e justifica usando, resumidamente ou nao, o postulado da
adicao de areas ou argumentando que foram usadas todas as pecas. E parcial-
mente correta a resposta em que o professor justifica por meio de uma afirma-
tiva qualitativa, baseada na visualizacio, ou nio oferece justificativa. E incorreta
a resposta em que o professor considera que uma das figuras tem drea maior.

Dos 21 respondentes, 17 deram respostas corretas, afirmando que as
areas sio iguais, porque sdo formadas por todas as pecas do Tangram. Chama
a atencdo a afirmativa de P16, que escreveu “as pecas, mesmo que nio dito,
estao justapostas”’, pois, efetivamente, sem essa afirmativa ndo se pode julgar que
a area é a mesma, como afirma o postulado da adicdo de areas. Resposta parcial-
mente correta é a de P4, que afirmou serem iguais as areas, mas nao justificou.
Trés dos professores apresentaram respostas incorretas: P11 e P13 consideraram
que a figura 2 tem area maior, porque a disposicao das pecas ocupa mais espaco;
P12 também considerou que a maior area é a da figura 2, justificando que “se
formos calcular a drea do hexagono ela apresentara um valor maior”.

No item b, é correta a resposta em que o professor explica que o rear-
ranjo das pecas expds maior niumero de lados, aumentando o perimetro, ou usa
uma unidade de medida para fazer a comparacio. E parcialmente correta a
resposta em que o professor usa observacdo qualitativa, baseada em visualizacao,
ou informa que a figura 3 tem maior perimetro, mas nao justifica. E incorreta a
afirmativa de que a figura 3 tem menor perimetro ou aquela em que o professor
considera que a figura 3 tem maior perimetro, porém sua justificativa é errada.

31 Segundo Moise e Downs (197 1, p. 273), este postulado tem o seguinte enunciado: Supondo
que a regido R é a unido de duas regides, R1 e RZ e que R1 e R2 se interceptam no maximo
em um numero finito de segmentos e pontos, entdo a drea de R é a soma das dreas de R1 e R2.



Seis professores responderam corretamente que a figura 3 tem maior
perimetro, justificando por meio de explicacdes sobre medidas dos lados; P17,
inclusive, mediu os perimetros com uma régua e indicou os valores. Doze res-
postas sao parcialmente corretas, sendo que quatro professores indicaram que
a figura 3 tem maior perimetro, mas nao justificaram e oito usaram justificativas
visuais. Por exemplo, P? afirmou que a figura 3 tem “mais curvas”, P11 disse
que tem “contorno maior”, P13 afirmou que tem “mais extremidades”, P20
considerou que o fato é devido “a maneira como as pecas estao colocadas’.

Trés respostas sao incorretas: P8 nao decidiu qual figura tem maior
perimetro, pois escreveu que “o perimetro pode variar; s sem as medidas fica
dificil de calcular”; P14 considerou que a figura 3 tem maior perimetro, todavia
justificou que “a figura 2 tem 6 lados e a figura 3 tem 14 lados e os lados de
cada figura sao de tamanhos diferentes”; P18 também nio conseguiu decidir,
uma vez que escreveu: “os perimetros podem ser diferentes, pois as pecas estao
organizadas em posicdes diferentes em cada figura e o perimetro considera
apenas o contorno da figura toda”.

A segunda questio tem o seguinte enunciado: Verdadeiro ou falso? Um
paralelogramo com uma base de é cm e uma area de 24 cm? tera sempre o
mesmo perimetro. Apresente pelo menos um exemplo para justificar sua resposta.

Como resposta, espera-se que o professor considere a afirmativa falsa e
justifique por meio de exemplos (figuras) ou de uma generalizacio que expli-
que a razao de ser falsa.

Novamente, aproveitamos a pontuacdo de Steele (2013) para avaliar
as respostas, adaptada segundo critérios ja empregados na analise da pri-
meira questdo. Assim, é correta a resposta em que o professor considera a
afirmativa falsa e apresenta pelo menos um exemplo que a justifica. E parcial-
mente correta a resposta em que o professor também considera a afirmativa
falsa, mas nao a justifica, ou justifica apenas com desenhos sem explicacdes.
Finalmente, é incorreta a resposta em que o professor considera a afirmativa
verdadeira, ou a considera falsa, porém justifica de maneira errada.

Ao analisarmos as respostas dos 21 participantes, encontramos apenas
trés respostas corretas, de professores que consideraram a afirmativa falsa e
justificaram apresentando um desenho de um retangulo e de um paralelogra-
mo, com medidas das bases e das alturas respectivamente iguais, mas cujos
perimetros sdo diferentes, mostrando, inclusive, calculos com as medidas que
usaram nos exemplos.



Somente um professor apresentou uma resposta parcialmente correta,
uma vez que considerou a afirmativa falsa, todavia desenhou um retangulo e
um paralelogramo apenas, sem explicar mais nada.

Dezesseis participantes apresentaram respostas incorretas. Onze deles
julgaram ser a afirmativa verdadeira e os outros cinco, apesar de considera-
rem a afirmativa falsa, apresentaram justificativas inadequadas: P1 apresentou
dois desenhos, de paralelogramos, mas a medida da altura de um deles é 3,
0 que é impossivel, face aos dados; P4 desenhou um paralelogramo e um re-
tangulo, porém usou, como férmula da drea de um paralelogramo, a relacdo
A =25 P6 escreveu que “para um dado valor de drea podemos associar
diferentes valores de perimetro de retangulos” e deu como exemplo a pri-
meira questdo. No entanto, ndo se tratava apenas de retangulos e a primeira
questao tinha figuras de varias formas (as pecas do Tangram); P13 desenhou
primeiramente um paralelogramo, indicou a base com 6 cm e um dos lados
obliquos com 4 cm. Além disso, desenhou ainda varios outros paralelogra-
mos e usou, como medidas da base e do lado obliquo, os divisores de 24;
P19 desenhou um retangulo, indicou as medidas da base e da altura como
sendo, respectivamente, 6 e 4, mas depois desenhou um quadrado e dentro
dele escreveu “62”. Um professor deixou a questao em branco.

Nessa questio, avalia-se o conhecimento comum do contetdo, em rela-
c30 a uma concepcao erronea bastante frequente (STEELE, 2013) de que uma
area fixa implica um perimetro fixo ou que a mudanca na area implica mudanca
no perimetro. Também se avalia o conhecimento especializado do contetdo,
a medida que o professor encontra exemplos que sustentem seu julgamento.

A terceira questao tem o seguinte enunciado: Julia quer cercar uma area
no seu quintal, para seu cdo. Depois de pagar pelo material para construir
a casa do cachorro, ela so dispoe de 36 m de cerca. Ela esta considerando
varias formas diferentes para cercar a area. Porém, quer que todas as formas
tenham 4 lados cujas medidas sejam numeros inteiros e que contenham 4
dngulos retos. Todos os quatro lados devem ser cercados. Qual é a maior area
que Julia pode cercar com 36 m de cerca? Justifique sua resposta mostrando
a construcdo que convencera Julia de ser a de maior area.

Esta questio exige que o respondente avalie uma situacdo em que o
perimetro é fixo e a 4rea varidvel. Pode ser resolvida por estratégias do Cal-
culo Diferencial (é um problema de maximo e minimo, em que sdao usadas
as derivadas de primeira e segunda ordem da funcdo &rea), que envolvem




representacdes simbdlicas ou por meio de uma representacao grafica da fun-
¢do quadratica com dominio no conjunto dos divisores de 36, obtida pela
substituicao dos dados na férmula da area, chegando ao valor maximo da
funcao area ou, ainda, por meio de uma tabela de dupla entrada, em que sdo
inseridos valores inteiros positivos de comprimento, largura, perimetro e area,
para analisar quais medidas geram a maior area. Assim, avalia conhecimento
comum do conteddo e, também, conhecimento especializado, a medida que
o professor precisa conhecer as relacdes entre as medidas e a forma como
pode representa-las.

Nessa questdo, é considerada correta a resposta em que o professor
conclui que a maior area é a de um quadrado cuja medida do lado é 9 m e
obtém esse resultado expressando a drea como produto de comprimento vezes
largura e, a seguir, por meio de derivadas ou por meio de uma equacao qua-
dratica, obtém o ponto de maximo da funcdo. Também é aceita como correta a
resposta em que o professor apenas esquece algum detalhe no final do proce-
dimento de obtencao da derivada de segunda ordem ou de determinacao do
valor maximo da funcdo quadratica.

A resposta é parcialmente correta quando o professor obtém um qua-
drado cujo [ado mede 2 m, mas suas justificativas nao sao adequadas ou ele
faz apenas tentativas, usando alguns valores inteiros, em uma tabela ou direta-
mente nas figuras desenhadas, sem descrever “os principios gerais que explicam
como a mudanca em uma quantidade impacta as mudancas na outra” (STEELE,
2013, p. 258).

Qualquer outra resposta é considerada incorreta, inclusive quando ha
alsum erro conceitual ou procedimental na solucdo, ainda que o resultado
apareca como “quadrado com lado 2 m”, ou quando nao ha desenvolvimento
da resposta.

Analisando as 21 respostas dos professores, notamos que apenas trés
estao corretas: P5 e P6 desenvolveram a solucdo usando o grafico da funcao
quadratica e seu ponto de maximo e P2 usou derivadas.

Oito respostas sdao parcialmente corretas, sendo que, em cinco delas,
houve teste de valores inteiros para os lados, mostrando-os nos desenhos, com
a conclusdo de que o valor maximo da 4rea é 8 Im?, obtido quando a figura é
um quadrado de lado 9m. Os outros trés professores construiram uma tabela
com valores inteiros para os lados, até obter a d&rea maxima de 8m?, nao se-
guindo uma ordem na escolha dessas medidas.



Dez professores apresentaram respostas incorretas: P1 expressou a
area como A=x.y, encontrou y=18-x e dai derivou y em relacdo a x, obten-
do y’=18-1. O professor P8 explica que dividiu 36 por 4 para ter ideia do
nimero do qual deveria partir e entdo fez tentativas até obter a &rea maxima
de 8 1 mZ% No entanto, para um licenciado em Matematica, consideramos que
houve erro procedimental, pois P8 “armou” a conta de divisdo de 36 por 4 e
obteve quociente 8 e resto 4. P2, P10, P11, P15 e P20 apenas apresentaram
a resposta, sem justificativas. P12 também apresentou um resultado sem jus-
tificativa, mas, talvez por distracao, calculou a medida do lado do quadrado
com base em um perimetro de 32m. P17 considerou apenas duas possibili-
dades de resposta, um quadrado de [ado 9m ou um retangulo de lados é6m e
12m, sem que ficasse clara a razao pela qual escolheu essas tltimas medidas.
P19 considerou, também, que poderia partir de duas possibilidades, um qua-
drado de [ado 9m ou um retangulo de medidas x e y; expressou a drea como
Xy, obteve a funcdo quadratica A=18y-y?, mas esbocou o grafico de uma
parabola com vértice na origem e concavidade para cima, além de ter obtido
valores para y (O e 18) ao igualar a zero, evidenciando erros conceituais e
procedimentais.

A quarta questdo tem o seguinte enunciado: A turma do 7€ ano quer
comecar um pequeno jardim orgdnico para cultivar vegetais para a cantina
da escola. O diretor disse que eles podiam ocupar uma darea retangular de
36m?, atras da escola. O retdngulo poderia ser do formato que quisessem,
mas deveria ter os 36m? de area.

a) Encontre a menor quantidade de cerca para cercar um jardim retan-

gular de 36m? de drea. Organize a informacdo em um quadro como

o abaixo:

Comprimento (m) | Largura (m) | Perimetro (m) | Area (m?)

b) O diretor decidiu que a turma de 62 ano também pode comecar um
pequeno jardim e lhes deu uma area de 24m? para cultivar o jardim, em
qualquer formato retangular que quisessem. Encontre a menor quanti-
dade de cerca para cercar um jardim de 24m? de area. Faca um quadro
semelhante ao que foi criado acima.

¢) Quando souberam do sucesso dos colegas, os alunos do ensino
médio também quiseram criar seus proprios jardins. O diretor lhes deu



uma darea de 100m? Faca uma suposicdo sobre o minimo de cerca ne-

cessdria para essa darea de 100m? e justifique sua resposta.

Esta questao, além de avaliar conhecimento comum do contetido, explo-
rando agora uma situacao em que a area é fixa e o perimetro varidvel, mostra
uma possivel estratégia de ensino desse contetido na educacdo basica. Assim,
o respondente é levado a organizar tabelas com valores de comprimento, lar-
gura, perimetro e justificar suas respostas, sendo que, no item ¢, devera expor
uma suposicao baseada nas respostas anteriores. Dessa forma, também avalia
o conhecimento especializado do contetido, pelas justificativas apresentadas.

Comparando com a questdo anterior, esta exige um conhecimento mais
aprofundado, visto que o enunciado ndo menciona valores inteiros para os lados.
Portanto, ainda que o professor consiga resolver o item a apenas com o uso da
tabela, em que pode testar possiveis respostas usando os divisores de 36 como
medidas dos lados, no item b, ele vai precisar de outra estratégia, visto que o
quadrado, que foi resposta para o caso da area de 36m?, neste caso, tem como
medida do lado um valor irracional. Entdo a questao avalia o conhecimento do
professor sobre a relacio entre medidas dos lados, perimetro e 3rea, que, no item
b, gera a funcdo racional P(x) = 2x + % , com dominio em R*. Em termos de
conhecimento especializado do contetido, sendo dito na questdo que os dois
primeiros itens sao propostas para alunos de 62 ou 72 ano, podemos considerar
que o professor ndo deveria tentar usar procedimentos do Calculo Diferencial,
0s quais nao sao ensinados nesses anos do Ensino Fundamental.

Assim, no item a, é considerada correta a resposta em que o professor
conclui que o menor perimetro é o de um quadrado cuja medida do lado é
6m e obtém esse resultado expressando a drea como produto de comprimento
vezes largura e, a seguir, por meio dos dados da tabela, encontra o valor mini-
mo da funcdo perimetro. E também aceita como correta a resposta em que o
professor nao usa, na tabela, todos os divisores de 36.

E considerada parcialmente correta a resposta em que o professor con-
clui que o quadrado de lado é6m tem o menor perimetro (ou seja, que este
menor perimetro vale 24m), mas suas justificativas nao sao adequadas, porque
resolve por meio de derivadas quando se espera que leia com atencao e preen-
cha a tabela ou porque as justificativas tém erros conceituais. Qualquer outra
resposta é considerada incorreta.

No item b, é correta a resposta em que o professor preenche a tabela
com medidas dos lados que sdo divisores de 24, mas se da conta de que podera



haver um valor menor do que 20m para o perimetro, visto que nao obteve qua-
drado com os valores inteiros dos lados.

E parcialmente correta a resposta em que o professor resolve por meio
de derivadas ou quando, mesmo preenchendo a tabela com divisores de 24,
apenas aponta o retangulo cujas medidas dos lados sio 4m e 6m, ndo consi-
derando a possibilidade de haver um quadrado com medidas ndo inteiras dos
lados. Qualquer outra resposta é considerada incorreta.

No item ¢, é correta a resposta em que o professor faz a suposicao
de que o minimo de comprimento de cerca é 40m, porque generaliza os re-
sultados anteriores. E parcialmente correta quando o professor precisa fazer
todo o procedimento novamente, por meio de derivadas ou tabela, para obter
o perimetro minimo, pois se esperaria que soubesse que, para uma area fixa,
produto de dois fatores, obtém-se o menor perimetro quando ambos os fatores
sdo iguais. Qualquer outra resposta é considerada incorreta.

No item a desta questdo 4, analisando as 21 respostas dos professores,
vemos que 10 s3o corretas. Dessas, as de P3, P2, P10, P11, P13, P15 e P18
usam poucos valores na tabela. Trés respostas sdo parcialmente corretas: P2,
P5 e P6 resolveram a questao por derivadas, sendo que P6 ndo usou a derivada
de segunda ordem, apenas obteve o valor 6 para o lado pela primeira derivada.
Sete respostas sao incorretas: P4, P14 e P21, apesar de terem obtido o valor
minimo do perimetro para um quadrado cuja medida do lado é igual a 6m,
parecem nao aceitar que o quadrado seja um retangulo. P7 fez um célculo
errado para o perimetro do quadrado de [ado é6m e dafi apontou um retangulo
como resposta. P8 s6 completou a tabela para comprimento e largura iguais a
6m; para os outros valores, indicou diretamente nos desenhos das figuras, mas
considerou as figuras cujo perimetro é igual a 24m e dai determinou as areas,
para ver se valiam 36m?. Considerou finalmente que “6 x 6 seria um quadrado,
mas o quadrado é uma figura particular do retangulo”. P12 indicou 12m como
comprimento, 3m como largura e calculou o perimetro de 30m, nao levando
em conta quaisquer outros valores. P16 apenas escreveu: “A quantidade de
cerca utilizada para uma area de 36m? seria o comprimento 9m, largura 4m, o
perimetro 9+9+4+4=26m”".

No item b, nao houve respostas corretas. Dezessete sdo parcialmente
corretas. Dessas, doze apenas apontam o retangulo cujas medidas dos lados
sdo 4m e 6m, nao considerando a possibilidade de haver um quadrado com
medidas nao inteiras dos lados. P2, P5 e P6 resolvem por meio de derivadas,



sendo que P46 ndo usou a derivada de segunda ordem. P? e P10 apontaram o
quadrado de lado 2v6 m, mas nio justificaram a resposta. Duas respostas sio
incorretas: P3 desenhou dois retangulos e indicou as medidas dos lados (em
um deles, 4m e ém, no outro, 2m e 12m), mas entdo desenhou um quadrado
e indicou ter lado 4,9m, nao explicando como obteve este valor. P12 apenas
indicou dois valores, respectivamente para comprimento (12m) e largura (2m),
com um perimetro de 28m. Duas respostas estao em branco.

No item ¢, catorze respostas sao corretas, tendo os professores genera-
lizado a partir das respostas dadas nos itens anteriores, inclusive nos casos em
que erraram esses anteriores. Acreditamos que ja sabiam qual seria a resposta
e se atrapalharam nas explicacdes nos outros itens. Trés respostas sao parcial-
mente corretas, tendo esses respondentes realizado todos os procedimentos
novamente, mostrando nao ter entendido que deveriam fazer uma suposicao
e generalizar a partir dos anteriores. Uma resposta, a de P12, foi considerada
incorreta, pois, da mesma forma que no item anterior, apenas indicou dois
valores, respectivamente para comprimento (25m) e largura (4m), com um
perimetro de 58m Trés respostas estio em branco.

Nessa questdo, enfatizamos os erros cometidos por alguns professo-
res que mostram nio saber que o retangulo que tem menor perimetro, dada
uma area fixa, € o quadrado. Inclusive notamos que alguns respondentes nao
aceitam que o quadrado seja um retangulo. Esses problemas indicam que, nao
tendo o conhecimento comum desse contetido, esses docentes ndo tém tam-
bém as habilidades de planejar uma tarefa que explore essas relacdes entre
comprimento, perimetro e area, ao trabalhar na educacao basica.

Podemos sintetizar quantitativamente as respostas dos 21 professores,
em cada questao, conforme o quadro 1:



Quadro 1 — Distribuicdo das categorias de respostas por questdo.

Respostas Questdes

fa b 2 3 4a 4b 4c
Nl o% [N % [N 9% [N % [N [N % [N] %
Corretas 171|620 |3]1a|3|1a]liof4as] o] o|i1a]s7
carclatmente |y 1 s fya| 57 [ 1|5 |8 383 [14]|17]81|3]14
Incorretas 3143 1ali6|76|i0]as| 7 [33]2]i10]1]5s
fmBranco |0 | O ol o |1 |5 ]olo|i]|s5]|2]i0|l3]is
Total 21 [ 100 21 | 100 [ 21 | 100 21 | 100( 21 {100] 21 | 100 21 | 100

Fonte: dados da pesquisa.

Esses dados confirmam as observacdes feitas anteriormente, ou seja, ain-
da ha muitas dificuldades na compreensio desses tépicos que sao estudados
no Ensino Fundamental e alguns desses professores, pela falta de conhecimen-
to comum desses contetidos, ndo tém condicdes de produzir multiplas repre-
sentacOes para as respostas, que é um dos aspectos-chave do conhecimento
especializado do conteddo.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Para ter uma ideia geral do conhecimento comum e especializado do
conteiido Geometria e drea, por parte dos professores por nds investigados,
vamos comparar esses dados com os obtidos por Steele (2013).

No item a da primeira questao, Steele (2013) encontrou que 84%
dos 25 respondentes afirmaram ter as duas regides a mesma area; em nos-
sa pesquisa, 86% dos 21 professores fizeram a mesma afirmativa. J4 no
item b, enquanto que na pesquisa de Steele (2013), 2% dos participantes
responderam que a figura 3 tem maior perimetro, em nossa investigacao,
86% fizeram a mesma afirmativa.

De qualquer forma, nessa questdo, consideramos que a maior parte dos
professores tem conhecimento comum do contetido, j4 que compreendem a
relacio entre comprimento, perimetro e area de um poligono irregular em que
a area é fixa e o perimetro varia. No entanto, em termos de conhecimento




especializado do contetdo, ainda ha dificuldades para justificar as respostas
por meio de principios gerais sobre as relacdes entre essas medidas.

Na segunda questdo, vemos que, na pesquisa de Steele (2013), 48%
dos respondentes julgaram ser a afirmativa falsa e deram exemplos para justi-
ficar; na nossa, apenas 19% dos professores indicaram esse tipo de resposta.
As concepcdes que surgiram nas respostas incorretas mostram dificuldades em
termos de conhecimento comum do contetddo e, também, quanto ao conhe-
cimento especializado, haja vista que muitos ndo foram capazes de diferenciar
os elementos das dreas de paralelogramos que nao sdo retangulos, o que é
fundamental para ensinar esses conceitos.

Na terceira questdo, Steele (2013) nao indicou o percentual de respostas
corretas, mas comentou que praticamente a metade dos respondentes apresen-
tou exemplos empiricos e a outra metade citou os principios gerais relacionados
as propriedades geométricas explicitas. Considerou, também, que a maior parte
dos respondentes usou multiplas representacdes nas respostas, como graficas,
tabulares, simbdlicas e na linguagem natural. Em nossa pesquisa, apenas 52%
apresentaram respostas corretas ou parcialmente corretas e nelas foi possivel no-
tar que dois deles usaram representacdes graficas, um empregou representacao
simbdlica, cinco apenas testaram valores, indicando-os em figuras, e trés deles
usaram representacdo tabular. Os professores que erraram mostraram nao soé
falta de conhecimento comum do conteido como também de conhecimento
especializado, haja vista, por exemplo, que ndo mostraram habilidades para pla-
nejar uma solucio para um problema que envolve a situacao de considerar uma
medida fixa e a outra variando.

Como os itens da quarta questdo sao semelhantes na sua solicita-
cao, vamos analisd-los em conjunto. Steele (2013), nessa questao, nao
computou respostas corretas ou incorretas, porque seu objetivo, em uma
entrevista posterior com os respondentes, foi verificar que modificacdes
eles fariam ao planejar a tarefa para alunos do nivel correspondente ao
nosso Ensino Fundamental. Chama a atencdo em nossa pesquisa, primei-
ramente, o fato de que o percentual de respostas corretas ou parcialmente
corretas, no item a, foi de 62%, mostrando que o conhecimento comum do
conteddo nio esta plenamente desenvolvido nesse grupo de professores.
Ja no item b, ndo houve resposta correta, ou seja, nenhum professor se
deu conta de que, ndao sendo dito que os valores dos lados eram inteiros,
o valor do perimetro poderia ser menor do que 20m. No item ¢, por ser



uma generalizacao de um procedimento ja realizado antes, 67% dos pro-
fessores acertaram a generalizacao.

De maneira geral, portanto, os professores participantes da nossa pes-
quisa mostraram que seu conhecimento comum do contetido abordado nao
¢ totalmente desenvolvido e seu conhecimento especializado é ainda mais
problematico, haja vista que apresentaram erros conceituais e procedimentais,
0 que, em nossa opinido, pode influenciar o ensino por eles ministrado, tanto
no nivel Fundamental como no Médio.

Assim, este relato, ainda que ndo possa ser conclusivo, pelo pequeno
namero de professores envolvidos, ja é um alerta para que esses conhecimen-
tos sejam investigados, tanto em professores da educacdao basica como nos
que lecionam em cursos de formacao de professores, pela responsabilidade
que lhes cabe na disseminacao de concepcdes erroneas sobre perimetro e area
de figuras planas.



REFERENCIAS

BALL, D. L; THAMES, M. H.; PHELPS, G. Content knowledge for teaching: what
makes it special? Journal of Teacher Education, v. 59, n. 5, p. 389-407
Nov./Dec. 2008.

BALL, D. L; FORZANI, F. M. What does it take to make a teacher? Phi Delta
Kappan,v. 2, n. 2, p. 8-12, 2010.

CURY, H. N.; RIBEIRO, A. J; MULLER, T. J. Explorando erros na resolucdo de
equacdes: um caminho para a formaciao do professor de Matematica. Unidn,
n. 28, p. 143-157 dic. 2011.

MOISE, E. E; DOWNS, F. L. Geometria Modema. Brasilia: Editora Edgard
Blticher, 197 1.

MORU, E. K. et al. Teacher knowledge of error analysis in differential calculus.
Pythagoras, v. 35, n. 2, p. 1-10, 2014.

PENG, A; LUO, Z. A framework for examining mathematics teacher knowledge
as used in error analysis. For the Learning of Mathematics,v. 9, n. 3, p. 22-25,
Nov. 2009.

SPEER, N. M, KING, K D, HOWELL H. Definitions of mathematical
knowledge for teaching: using these constructs in research on secondary and

college mathematics teachers. Journal of Mathematics Teacher Education,
n. 18, p. 105-122, 2015.

STEELE, M. D. Exploring the mathematical knowledge for teaching geometry
and measurement through the design and use of rich assessment tasks. Journal
of Mathematics Teacher Education, n. 16, p. 245-268, 201 3.

TALL, D.; VINNER, S. Concept image and concept definition in mathematics
with particular reference to limits and continuity. Educational Studies in
Mathematics, n. 12, p. 151-169, 1981.



CAPITULO 8
74
CONHECIMENTO MATEMATICO PARA O ENSINO: UMA
REVISAO DAS IDEIAS DE SHULMAN E BALL

1. INTRODUCAO

Na primeira leitura do classico artigo de Shulman, “Aqueles que enten-
dem: crescimento do conhecimento sobre ensino”, de 1986, notei que suas
ideias poderiam embasar os estudos sobre erros em resolucdes de problemas
ou exercicios de Matematica, especialmente ao pensar nas dificuldades de
professores em formacdo inicial ou continuada quanto a contetidos especifi-
cos de Matematica. Na etapa inicial de busca de material sobre as ideias de
Shulman, encontrei a producido de Deborah Ball3? e, por meio de referéncias
cruzadas, arquivei uma grande quantidade de textos que abordam o conheci-
mento para o ensino, tanto na visdao de Shulman como na de Ball. Além disso, na
homepage de Deborah Ball foi possivel encontrar muitas publicacdes, dispo-
niveis no proprio site ou com a indicacio das fontes. Assim, neste capitulo,
faco uma revisao dos conceitos que podem embasar pesquisas sobre dificul-
dades na formacdo de professores.

Em cursos de Licenciatura em Matematica ou mesmo de Mestrado em
Ensino ou Educacido Matematica, considera-se que ainda ha dificuldades no
planejamento de acdes que preparem os professores para as tarefas inerentes
ao ensino de Matematica, haja vista, por exemplo, resultados de pesquisas
sobre erros cometidos por professores na resolucao de questdes que envolvem
contetidos de Matemdtica estudados na educacdo bdsica ou nos anos ini-
ciais dos cursos de graduacdo (CURY; BISOGNIN; BISOGNIN, 2009; LEIVAS;
CURY, 2010; VIALI; CURY, 2011; CURY; RIBEIRO; MULLER, 2011; CURY;
ETCHEVERRIA, 2012, entre outros).

Por essas pesquisas, pode-se supor que muitos professores ndo atingem
sequer o conhecimento do conteido matematico, segundo a classificacao de

32 Agradeco ao Dr. Alessandro Jacques Ribeiro, que indicou a leitura dos trabalhos de Ball e seus
colaboradores.



Shulman (1986), opinido que é corroborada por Adler (2005, p. 92), quando
afirma: “o problema dos professores de matematica atualmente em servico
[..] é que eles ndo conhecem suficientemente a matematica”. Assim, ndo é de
estranhar que esses professores nao tenham, muitas vezes, o conhecimento de
métodos e técnicas de ensino de Matematica, ndo saibam como planejar estra-
tégias de ensino que auxiliem os alunos a construir conhecimentos, nio saibam
como avaliar o desempenho dos estudantes, entre tantos outros aspectos que
seriam esperados de um professor dessa disciplina.

Tendo a oportunidade de desenvolver varias pesquisas sobre erros,
com apoio do CNPq, em diferentes modalidades de auxilio®?, entendo que é
possivel embasar novas investigacdes com base nos constructos desenvolvi-
dos por Shulman, Ball e outros pesquisadores que tém investido esforcos em
entender o conhecimento do professor de Matematica. Dessa forma, trago,
neste ultimo capfitulo, uma revisao dessas ideias, com o intuito de relacionar
investigacdes sobre erros com aquelas realizadas sobre a formacio do pro-
fessor de Matematica.

2. UM POUCO DE HISTORIA

Conhecer um pouco da histéria de como Lee Shulman e Deborah
Ball se voltaram para a drea de formacdo de professores é interessante
para contextualizar suas trajetdrias e as ideias que propuseram. Neste item,
apresento, sucintamente, um pouco dessa histdria, com base no livro escri-
to em 2014 pela jornalista americana Elisabeth Green, “Construindo um
professor melhor3*.

Pelos anos 50 do século passado, um pesquisador americano de origem
judaica, Nate Gage, propOs-se a criar uma “verdadeira ciéncia do ensino™?>,
apoiado no paradigma processo-produto. Sua ideia era de que, comparando o
processo (de ensino) com o produto (a aprendizagem), seria possivel determi-
nar quais atividades de ensino eram efetivas e quais ndo o eram. Suas pesquisas

33 Processos: 475572/2004-1, 47 1503/2008-8, 310947/2009-0 e 303220/2012-0.

34 Building a better teacher: how teaching works (and how to teach it to everyone).

35 Para facilitar a leitura, alsumas citacdes de palavras ou frases curtas sdo apenas indicadas entre
aspas, sem localizacio de paginas ou data, visto se tratar sempre do mesmo livro.



foram publicadas em um Handbook, que teve muito sucesso entre 0s pesquisa-
dores em Educacdo daquela época, nos Estados Unidos. Em 197 1, quando foi
convidado a auxiliar na organizacdo de uma conferéncia em Washington, que
tinha como objetivo “modificar o campo” das pesquisas em educacio, Gage
elaborou um texto, enviou para todos os seus colegas de Stanford e este che-
gou até um professor visitante dessa universidade, originario da Universidade
de Michigan, chamado Lee Shulman.

Quando perguntaram a Shulman sua opinido sobre o texto de Gage, ele
simplesmente declarou que era “lixo”, porque era um testemunho do passado.
Efetivamente, o trabalho de Gage tinha como fundamento o behaviorismo,
tendo sido aluno de Skinner, a figura mais importante do campo da psicologia
educacional até entao.

Shulman nao era psicologo, era fildsofo, e criticava o behaviorismo. Pela
insisténcia de colegas, ele escreveu um pequeno texto com o que chamou de
“critica polida” ao que Gage fazia, no qual insinuava que o futuro das pesquisas
sobre ensino deveria se firmar no trabalho cognitivo. Assim, foi com surpresa
que recebeu um telefonema, dias depois, do préprio Gage, convidando-o a
coordenar um painel na conferéncia de Washington.

Shulman era especializado em estudar o “pensamento sobre o pensa-
mento”; como Dewey, ele estava interessado na resolucao complexa de pro-
blemas e tinha iniciado pesquisas sobre como os médicos resolvem problemas
que surgem em sua profissao. A partir de suas investigacdes, auxiliou a me-
lhorar a educacdao médica na Universidade de Michigan. Shulman estava em
Stanford planejando estender suas descobertas sobre resolucao de problemas
e investigar possiveis implicacdes para a educacao.

Na conferéncia para a qual foi convidado, Shulman adaptou a apre-
sentacao de seu relatério de pesquisa, escrevendo “professores” em lugar de
“médicos”. Gage pensava nos professores como colecdes de comportamen-
tos observaveis, Shulman pensava em processadores de informacao. A ques-
tdo principal, tanto para as pesquisas com médicos como com professores
nao era “qual é o melhor comportamento?”, mas “como decidir qual dos
muitos comportamentos deve ser empregado no caso em questao?”. E um
problema de diagnéstico.

Shulman, apds a conferéncia, voltou a Michigan e continuou com suas
pesquisas sobre os médicos, até que o Instituto Nacional de Educacdo o con-
vidou para criar um novo centro de pesquisa e desenvolvimento para estudar o



pensamento e a tomada de decisio do professor. Nessa empreitada, Shulman
apontou o caminho para novas pesquisas, que deveriam explorar o talento dos
melhores professores — 0 que chamou de “sabedora da pratica”.

Em 1986, foi publicado o texto de Shulman que é considerado classi-
co, “Aqueles que entendem: crescimento do conhecimento sobre ensino®¢”,
seguido, em 1987 pelo artigo “Conhecimento e ensino: fundamentos da
Nova Reforma®””. Segundo Ball, Thames e Phelps (2008, p. 3922), esses textos
foram citados em mais de 1.200 artigos e o interesse por eles sustentou “ndo
menos do que 50 citacdes [..] em cada ano desde 1990”. Nos dltimos anos,
especialmente no Brasil, esse interesse parece ter se disseminado, inclusive no
campo da Educacao Matematica, especialmente pela leitura e citacio de arti-
gos de Deborah Ball e colaboradores, que vém investigando o conhecimento
matematico para o ensino com base nas ideias de Shulman.

Shulman (1986) explica que iniciou as pesquisas relativas as concep-
cdes sobre o conhecimento do professor por meio dos testes que eram usados
nos Estados Unidos durante o século XIX Trazendo um histérico dos exames
que davam autorizacao para ensinar em determinados estados americanos, o
autor mostra que o importante, naquela época, era saber o contetido a ser ensi-
nado. Ja nos anos 1980, a énfase passou para as competéncias e a capacidade
de ensinar. O autor critica essa mudanca, também nas pesquisas, e comenta
que ele e seus colegas se referem a auséncia de foco no conteddo como o
“problema do paradigma perdido”.

Deborah Ball também comecou a trabalhar em Michigan, na escola
de Spartan Village, em East Lansing. Pelos anos 1980, ela se deu conta
de que todos os seus alunos de 52 ano brigavam com a Matematica e
que os fins de semana eram seus “piores inimigos”, pois, se os alunos
eram capazes de resolver um problema de divisdao na sexta-feira, voltavam
na segunda-feira sem sequer saber como comecar. Buscando ajuda com
outros professores, Ball tentou varias estratégias de ensino, mas chegou
a conclusdo de que deveria estudar mais Matematica para poder enten-
der as dificuldades. Ingressou entio no Departamento de Matematica da
Universidade de Michigan, para fazer sua formacao nessa area, mas notou
que nao havia, nessa formacao, um curso que a preparasse para auxiliar
os alunos a aprender Matematica.

36 Those who understand: knowledge growth in teaching.
37 Knowledge and teaching: foundations of the New Reform.



A partir de varios episddios de dificuldades encontradas por seus estu-
dantes, Ball considerou que o problema estava relacionado ao tipo de conhe-
cimento necessdrio para ensinar bem, pois esse problema

[.] ndo se encontrava nem na categoria da educacdo geral nem
na de Matematica pura, embora ambos os tipos de conheci-
mento fossem Uteis. Como acréscimo a Matemadtica em si, ela
argumentava, os professores de Matematica precisam conhecer
os tipos de atividades e tarefas que levam a intuicio dubia de
um estudante a uma sélida compreensao. Eles ndo sé precisam
dominar procedimentos, conceitos e o ciclo especial de conjec-
turas para argumentar em uma demonstracdo, mas também tém
que conhecer os estudantes. (GREEN, 2014, p. 61).

Aos poucos, as experiéncias de ensino de Matematica desenvolvidas
na escola onde Ball trabalhava a transformaram em um auténtico laboratério
de ensino e, para facilitar os comentarios que deveriam ser feitos sobre cada
momento de ensino, estes foram gravados em video por todo um ano escolar.

Os videos foram vistos e analisados por Hyman Bass, um professor de
Matematica com décadas de trabalho em Algebra pura, mas também inte-
ressado na forma como as criancas aprendem. Em especial, os episddios que
mostravam a forma como Ball e seus colegas levavam os alunos de terceiro
ano a construir demonstracdes matematicas entusiasmaram Bass, que trocou
a Universidade de Columbia pela de Michigan e comecou a trabalhar com
a investigadora. Eles desenvolveram uma pesquisa formal sobre o tipo de
conhecimento matematico necessario para ensinar bem essa disciplina, que
chamaram de Conhecimento Matematico para o Ensino®®: “o conhecimento
matematico, as habilidades, os habitos da mente e as sensibilidades que sao
vinculados ao efetivo trabalho de ensinar” (GREEN, 2014, p. 78). Esse cons-
tructo é, de certa forma, a versdao matematica do conhecimento pedagdgico
do contetido, de Shulman, a sabedoria da pratica dos especialistas.

A partir dessas ideias, Ball com varios outros colaboradores e orientan-
dos tém trabalhado com essas ideias, disponibilizadas em varias publicacdes,
muitas delas disponiveis na sua prépria homepage: <http://www-personal.
umich.edu/~dball/>. Atualmente, em varios periddicos, de diferentes paises e
idiomas, encontram-se artigos que citam suas publicacoes.

38 Mathematical Knowledge for Teaching, MKT.



3. CONHECIMENTO MATEMATICO PARA O ENSINO

Em sua investigacao, Shulman (1986) relata ter acompanhado professores
secundarios de Inglés, Biologia, Estudos Sociais e Matematica, por pelo menos
um ano, empregando observacdes e entrevistas como instrumentos de pesquisa
e, a medida que os dados se acumulavam, alguns questionamentos sobre o co-
nhecimento dos professores iam surgindo. Assim, ele prop6s uma distincao entre
trés categorias de conhecimento: a) conhecimento do contetddo da disciplina;
b) conhecimento pedagdgico do contetido; ¢) conhecimento curricular.

O conhecimento do contetido é o que, usualmente, entendemos por
“conhecimento”, ou seja, aquilo que o professor sabe sobre a disciplina a qual
leciona. Nao é apenas ter ouvido falar sobre o assunto ou ter sido avaliado por
meio de provas objetivas sobre tdpicos descontextualizados daquele contetido.
Como Shulman (1986) explica, “o professor precisa nao sé entender que algo
é assim; o professor, além disso, deve entender porque é assim [..]”, porque um
tdpico é central enquanto outro é secundario para a compreensao da matéria.
(p. 9, grifos do original).

O conhecimento pedagdgico do contetido foi definido como o conhe-
cimento “que vai além do conhecimento da disciplina em si para a dimensao
do conhecimento da disciplina para ensinar’ (SHULMAN, 1986, p. 9, grifo do
original). Entre os aspectos englobados por essa categoria de conhecimento,
o autor inclui, para os contetdos regularmente ensinados em uma determi-
nada disciplina,

[.] as formas mais Uteis para representacio daqueles topicos,
as mais poderosas analogias, ilustracbes, exemplos e demons-
tracOes — em outras palavras, as maneiras de representar e for-
mular um contetido que o faca compreensivel para os outros.
(SHULMAN, 1986, p. 9).

O conhecimento pedagdgico do conteddo também inclui a compre-
ensao do que faz facil ou dificil a aprendizagem de um contetido especifico,
as concepcdes e pré-concepcdes que os alunos tém e que trazem para a apren-
dizagem. Se essas concepcdes sao equivocadas, o professor precisa saber, para
planejar as melhores estratégias para supera-las.

O conhecimento curricular esta relacionado ao desenho curricular para
determinado nivel de ensino e disciplina, bem como os materiais instrucionais



apropriados para ensinar cada topico do curriculo. Como Shulman trabalhava
antes com o conhecimento médico, ele estabelece uma analogia: o conheci-
mento curricular corresponderia, na medicina, a compreensdo, pelo médico,
de toda a gama de recursos e medicamentos que estdo disponiveis para deter-
minada enfermidade, incluindo seguranca, custos, interacdes medicamentosas
e conforto para o paciente. Assim, um professor maduro deveria possuir tal
conhecimento sobre as alternativas curriculares disponiveis para o ensino.

Continuando com sua analogia, Shulman questiona se confiariamos em
um médico que sé conhece uma maneira de lidar com uma doenca. Da mesma
forma, por que confiarfamos em um professor que nido sabe quais s3o 0s recur-
sos disponiveis, os melhores textos, softwares, videos, etc?

Shulman (1986) ainda acrescenta dois aspectos ao conhecimento cur-
ricular: os conhecimentos lateral e vertical do curriculo. O primeiro esta ligado
a habilidade do professor em relacionar o contetido de uma determinada aula
com os que estao sendo discutidos em aulas simultaneas de outras disciplinas.
Ou seja, poderia ser entendido como o conhecimento necessario para traba-
[har interdisciplinarmente. O conhecimento vertical do curriculo é a familiari-
dade com os contetidos que foram ou serdo ensinados na disciplina, em anos
anteriores ou posteriores.

Em novo artigo, Shulman (1987) volta a mencionar as categorias de
conhecimento do professor, ao discutir a base do conhecimento para o ensi-
no. O autor, entao, explicita e amplia as classes que apresentou anteriormente,
considerando que, no minimo, os professores deveriam ter:

* conhecimento do contetido;

¢ conhecimento pedagdgico geral, com especial referéncia aque-
les amplos principios e estratégias de manejo de classe e orga-
nizacao que parecem transcender o contetido da matéria;

¢ conhecimento curricular, com dominio particular dos materiais
e programas que servem como ‘equipamentos especiais’ para
os professores;

¢ conhecimento pedagodgico do contetddo, aquela amalgama
especial de contetido e pedagogia que é exclusivamente o cam-
po dos professores, sua propria forma especial de compreensdo
profissional;

* conhecimento dos alunos e suas caracteristicas;

* conhecimento dos contextos educacionais, desde os trabalhos
de grupo, a governabilidade e financiamento dos distritos esco-
lares até o carater das comunidades e culturas; e



¢ conhecimento dos objetivos, propdsitos e valores educacio-
nais, e seus fundamentos filoséficos e histéricos. (SHULMAN,
1987 p. 8).

Essa lista, assim detalhada, parece ser o que qualquer educador precisa
para se referir ao conhecimento do professor de uma determinada area. A partir
dessas ideias, Barbarah Ball e seus colaboradores teceram a rede de contribui-
cdes que define o conhecimento matematico para o ensino. Dentre os varios
trabalhos apresentados por eles, provavelmente o artigo de 2008, de Ball,
Thames e Phelps, intitulado “Conhecimento do contetido para o ensino: o que
o faz especial?”®?, é o mais citado.

Nesse artigo, esses autores consideraram, inicialmente, que muitos estu-
dos estavam enfocando a questio: o que os professores precisam saber, quais
contetidos devem compreender? Mas, por lhes parecer dbvio que os professo-
res precisam saber contetidos e procedimentos que vao lecionar (“primos, fra-
cOes equivalentes, funcdes, translacdes e rotacdes, fatoracao, etc.”), decidiram
determinar “que mais os professores precisam saber sobre matematica e como
e onde os professores podem usar tal conhecimento matematico na pratica”.
Em seguida, os autores definiram conhecimento matematico para o ensino: “o
conhecimento matematico necessario para levar adiante o trabalho de ensinar
matematica” (BALL; THAMES; PHELPS, 2008, p. 395).

Sua abordagem para discorrer sobre 0 assunto nos interessa pelo fato de
que esses pesquisadores comecaram por um exemplo de erro em matematica
basica: na “conta armada’,

307
-168

muitos alunos cometem os seguintes erros:

307 307
-168 -168
261 169

As causas dos erros sao diferentes, pois no exemplo a esquerda o aluno
tira o menor do maior, enquanto no da direita, “pede 1 emprestado” para a
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casa das centenas, porque ha o zero que confunde o procedimento memori-
zado. Nesses casos, ndo se questiona o conhecimento do professor sobre o
procedimento de efetuar tal subtracio, mas a falta de cuidado ao propor, talvez
precocemente, um exercicio que nio traz as melhores escolhas de ndmeros
para ensinar o algoritmo da subtracao.

Ball, Thames e Phelps (2008, p. 398) reportam-se a nocao de conheci-
mento pedagodgico do contetido e consideram que “[..] oferece uma maneira
de construir pontes entre 0 mundo académico do conhecimento disciplinar e
o mundo pratico do ensino”. Mas também julgam que sua “conceitualizacao
baseada na pratica, de conhecimento do contetido para o ensino, proporciona
uma maneira adicional de construir pontes entre esses dois mundos”.

Com base em suas analises das necessidades matematicas para o en-
sino, esses pesquisadores levantaram a hipdtese de que o conhecimento do
contetdo, apontado por Shulman, possa ser subdividido em duas categorias
(conhecimento comum do contetddo e conhecimento especializado do con-
tetido) e que o conhecimento pedagdgico do contetido possa ser dividido em
conhecimento do contetido e dos estudantes e conhecimento do contetido e
do ensino.

Ao especificar os topicos que consideram fazer parte desses novos do-
minios, Ball, Tames e Phelps (2008, p. 399) definem: o conhecimento comum
do contetdo (CCK) é “o conhecimento matematico e as habilidades usadas em
outros cenarios que ndo o do ensino”. Ou seja, sao conhecimentos necessarios
para o ensino, mas nao exclusivos do professor. Por exemplo, saber o contetido
que vai ser ensinado, reconhecer respostas erradas ou definicdes inadequadas
apresentadas em livros-texto, usar termos e notacdes corretas. Assim, avaliar
os conhecimentos que os futuros docentes dominam, em cursos de formacao
de professores, é fundamental para prepara-los para uma pratica responsavel.

A segunda categoria, conhecimento especializado do contetdo (SCK),
é formada pelos conhecimentos e habilidades matematicas que sdao exclusivas
do professor. Por exemplo, buscar padrdes nos erros dos alunos ou opinar so-
bre as possibilidades de usar alguma abordagem nao tradicional para ensinar
determinado tdpico.

A terceira categoria, conhecimento do contetdo e dos estudantes (KCS),
combina o conhecimento dos estudantes com o conhecimento da Matematica.
Como exemplo, pode-se citar a possibilidade de antecipar o que os alunos vao
pensar sobre um assunto e o que vai confundi-los. Os mesmos autores discutem



0 que consideram central nessa categoria: 0 conhecimento das concepcdes dos
alunos, adequadas ou errdneas. No exemplo da conta de subtracao, se o profes-
sor ja viu ou discutiu aqueles tipos de erros, sabe que sao comuns e é capaz de
reconhecé-los em uma analise rapida.

Em termos de erros, Ball, Thames e Phelps (2008, p. 401) apresentam
distincdes importantes sobre esses dominios:

[.] reconhecer uma resposta errada é conhecimento comum
do contetido (CCK), enquanto que opinar sobre a natureza de
um erro, especialmente se ndo é familiar, requer agilidade em
pensar sobre nimeros, atencio aos padrdes e pensamento fle-
xivel sobre os significados, de uma forma que é caracteristica
do conhecimento especializado do contetido (SCK). Por outro
lado, familiaridade com os erros comuns e decisio sobre quais,
entre muitos erros, sio mais provaveis de serem cometidos pe-
los alunos, sio exemplos de conhecimento do contetido e dos
estudantes (KCS).

O ultimo dominio, conhecimento do contetido e do ensino (KCT), com-
bina o conhecimento sobre o ensino com o conhecimento sobre a Matemati-
ca. Assim, por exemplo, tarefas que exigem um sequenciamento do contetdo,
a escolha dos melhores exemplos, as vantagens e desvantagens de usar deter-
minada forma de representacdo matematica, sao caracteristicas desse tipo de
conhecimento (CURY, 2012).

Ball, Thames e Phelps (2008) esbocam uma figura para inserir suas ca-
tegorias de conhecimento matematico para o ensino na classificacdo original
de Shulman, de conhecimento do contetido da disciplina e conhecimento
pedagdgico do conteddo, mas colocam a classe do conhecimento curricular,
de Shulman, como parte do conhecimento pedagdgico do contetdo.



Figura 1 — Dominios do conhecimento matemadtico para o ensino.
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Fonte: BALL; THAMES; PHELPS, 2008, p. 403.

Além disso, esses autores criam uma nova classe, “Horizon content
knowledge” (HCK), definida como “[.] uma consciéncia de como tdpicos
matemadticos estdo relacionados sobre a extensdo da matematica incluida no
curriculo. [..] Também inclui a visdo que é til para ver conexdes com idéias
matematicas posteriores” (BALL; THAMES; PHELPS, 2008, p. 403).

A palavra “horizon” significa, em inglés, “horizonte”. Portanto, esse novo
subdominio criado nao pode ser traduzido por “conhecimento horizontal do
contetido”, é algo mais sutil. Uma busca em um dicionario inglés-inglés, além
do significado citado, também traz uma frase que talvez ajude a entender a
ideia por tras da escolha da palavra para o HCK: “Seus horizontes sjo os limites
do que vocé quer fazer ou do que esta interessado ou com que estd envolvi-
do*®” (COLLINS, 2006, p. 533). Assim, em principio, poderiamos pensar sobre
onde estdo os limites do conhecimento matematico com que o professor esta
envolvido, o que, nesse caso, abrange muito mais do que é lecionado em um
determinado nivel de ensino.

Jakobsen, Thames e Ribeiro (2013) buscaram oferecer uma explicacao
melhor para este subdominio do conhecimento do professor, porque, como
afirmam, é o menos desenvolvido dentre os subdominios que se basearam nas

40 Your horizons are the limits of what you want to do or of what you are interested or involved in.



nocdes originais de Shulman. Os autores inicialmente comentam tentativas de
explicar esse HCK e depois apresentam sua definicio, com base nas pesquisas
do grupo de Ball:

HCK é uma orientacdo para e uma familiaridade com a disci-
plina (ou disciplinas) que contribuem para o ensino do con-
tetido escolar préximo, fornecendo aos professores um sentido
de como o contetido que estd sendo ensinado estd situado e
conectado ao campo disciplinar mais amplo. HCK inclui conhe-
cimento explicito das maneiras e ferramentas de conhecer, em
uma disciplina, os tipos de conhecimento e suas justificativas, de
onde vém as ideias e como é estabelecida a “verdade” ou valida-
de. [..]. HCK permite aos professores “ouvir” os alunos, para fazer
julgamentos sobre a importancia de ideias ou perguntas particu-
lares e para tratar a disciplina com integridade, todos os recursos
para equilibrar a tarefa fundamental de conectar os alunos a um
campo vasto e altamente desenvolvido. (p. 4).

Ainda que longa, esta explicacio nao nos parece suficiente para dirimir
davidas; talvez o pardgrafo seguinte do texto seja mais esclarecedor:

HCK ndo é o conhecimento comum nem o especializado e
nao se trata de uma progressio curricular, é mais sobre como
ter uma sensacio do ambiente matemdtico mais amplo da
disciplina que estd sendo ensinada. Nesse sentido, quando
se discute HCK, ndo é suficiente simplesmente considerar o
conhecimento sobre matemadtica avancada ou conhecimento
sobre diferentes temas que possam surgir em futuros estudos
dos alunos. HCK também inclui, mas nio com a exclusio de
outras coisas, o conhecimento que permite aos professores
entenderem o sentido do que os alunos estio dizendo e agir
com uma percepcio das conexdes com tdpicos que os alunos
podem ou nio encontrar no futuro. (Ibid., p. 4).

Os autores apresentam um exemplo de um didlogo entre um professor
da educacao basica e alguns alunos, em que um deles apresenta, sem ter tido
qualquer informacao prévia, uma justificativa para o fato de que o produto de
um nuamero racional por um irracional é irracional. Na verdade, a justificativa
é uma demonstracdo por absurdo e o que os autores querem pontuar é o
fato de que, mesmo ndo sendo contetido da matéria, esse professor deve ter



esse conhecimento de horizontes mais amplos da Matematica, para entender o
raciocinio do seu aluno.

De qualquer forma, para explicar todos esses dominios e subdominios do
conhecimento do professor para o ensino de Matematica, ja foi elaborada uma va-
riedade de textos tedricos e relatos de pesquisas, alguns revisados no proximo item.

4. UMA REVISAO DE LITERATURA SOBRE AS IDEIAS DE BALL E COLA-
BORADORES

Por lidarmos com o conhecimento do professor de Matematica, busquei
revisar, mais diretamente, os trabalhos que tém relacdo com esse conhecimen-
to. Inicialmente, foi citada a tese de Ball, de 1988. Em uma época em que as
crencas sobre a Matemdtica e seu ensino eram temas muito abordados em
pesquisas (THOMPSON, 1984; LINARES; SANCHEZ, 1989), a autora inves-
tigou os conhecimentos e crencas de futuros professores de Matematica que
ingressavam em cursos de formacao. A partir de 19 entrevistas e de uma base
tedrica oriunda de filésofos e psicélogos que discutem a pedagogia matemati-
Ca, a autora categorizou o conhecimento e as crencas do futuro professor sobre
a Matematica, seu ensino e aprendizagem. A tese traz, entdo, as sementes do
que posteriormente seria a classificacao dos tipos de conhecimento matemati-
CO para o ensino, apresentada no item 3 deste capitulo.

Abordando, em ordem cronoldgica, trabalhos de Ball e colaboradores,
pode-se citar as fontes e apontar suas contribuicdes para o ensino e a apren-
dizagem de Matematica. Ball (1993a), ainda com base em sua tese, discorre
amplamente sobre o ensino de fracdes para alunos de séries iniciais, especial-
mente sobre o0 uso de contextos representacionais. O texto oferece, além de
exemplos bem escolhidos, algumas propostas para desenvolver novas praticas
de ensino sobre o assunto.

Ball (1993Db) volta a abordar o ensino em nivel elementar, trazendo exem-
plos que ja citara antes, para examinar o desafio de criar salas de aula em que os
alunos efetivamente se engajem em atividades criativas, com conjecturas, argu-
mentacdes e resolucdes de problemas. Além disso, a autora disserta sobre o que
chama de “dilemas” para conseguir ensinar em tais ambientes. O texto, ilustrado
por varias referéncias de autores que tratam do ensino da Matematica, é leitura
basica para quem pesquisa 0 ensino em séries iniciais.



Em 1999, Ball e Cohen partiram das ideias de reformas educacionais nos
Estados Unidos para debater o que os professores precisam saber para desenvol-
ver uma nova pratica que atenda as reformas, que tipo de educacao profissional
pode auxilid-los e como essas ideias podem se refletir no desenvolvimento pro-
fissional. Os autores reforcam a ideia de ensinar na e para a pratica e propdem
um curriculo e uma pedagogia para a educacao profissional dos professores. Seu
texto é tedrico e adequado as demandas da época nos Estados Unidos.

Ball e Bass (2000) trazem, inicialmente, uma discussao bem funda-
mentada sobre o conhecimento do conteido da matéria e o conhecimento
pedagdgico do conteddo de professores de Matematica, especialmente de
séries iniciais. Em seguida, apontam a brecha que julgam existir entre conte-
udo e pedagogia. Apds apresentarem alguns exemplos do que chamam de
conhecimento na pratica, os autores apontam trés problemas que precisam
ser resolvidos se queremos preparar professores ndo s6 para conhecer o con-
teddo, mas também a pratica. Segundo eles,

um problema estd relacionado a identificacio do conhecimen-
to de conteldo que interessa para o ensino, um segundo esta
relacionado & compreensio de maneiras pelas quais tal conhe-
cimento precisa estar disponivel e um terceiro estd centrado no
que precisa ser aprendido para usar tal conhecimento na pratica.
(BALL; BASS, 2000, p. 925).

Pela profundidade das discussdes e pelos exemplos detalhados, este tex-
to também é fundamental para os formadores de professores de séries iniciais.

Novamente defendendo uma teoria baseada na pratica, Ball e Bass
(2002) iniciam seu texto apontando o fato de que, se queremos melhorar a
aprendizagem dos alunos em Matematica, é necessario formar melhor os pro-
fessores, pois 0 que estes sabem do contetido afeta 0 quanto sabem ensina-lo.
Nesse texto, os autores decidiram se debrucar sobre o trabalho do professor,
discutindo como fazem o seu trabalho, quais problemas matematicos precisam
resolver e o que o exame do trabalho do professor implica em termos de co-
nhecimento da Matematica para o ensino.

Mais uma vez, os autores exemplificam situacdes-problema de operacdes
com naturais e com fracdes para defender suas ideias. Pode-se considerar que este
texto avanca em questdes que o anterior havia pontuado, especialmente porque,
a partir de exemplos, discute 0 conhecimento matematico para o ensino e o que



chama de “desempacotamento” das ideias, procedimentos e principios matemati-
cos que deveriam ser explorados na formacdo do professor para a pratica.

Even e Ball (2003), no prefacio de uma edicao especial do periddico
Educational Studies in Mathematics, voltam a se referir a brecha entre teoria
e pratica e relatam que um grupo de pesquisadores da Universidade de
Michigan, naquela época, estava desenvolvendo uma teoria baseada na pratica
do conhecimento matematico, que foi explicitada no artigo de 2008, de Ball,
Thames e Phelps. As pesquisas desse grupo ainda deram origem a outros textos,
bem como artigos de interpretacao e aplicacao dessas ideias.

Hill e Ball (2004) partem da ideia que ja lhes parece consensual, de que
os professores, nos Estados Unidos, precisam aumentar seu conhecimento para o
ensino e consideram que um dos problemas no desenvolvimento de programas
que preparem melhor os professores é a falta de evidéncias sobre o que constitui,
efetivamente, esse desenvolvimento profissional. Uma das causas, em sua opiniio,
é a falta de medidas sobre tal conhecimento e, dessa forma, o artigo trata dos
primeiros esforcos para usar um instrumento planejado para medir o conheci-
mento do contetido para ensinar Matematica. Nesse artigo, Hill e Ball ja esbocam
os subdominios CCK, SCK e KCS do conhecimento do professor de Matematica.

Hill e Ball (2004) aplicaram testes para avaliar um curso desenvolvido
com professores dos Institutos de Desenvolvimento Matematico Profissional da
Califérnia e realizaram analise estatistica dos resultados. Mas essa primeira ten-
tativa de medir o conhecimento dos professores nao foi muito bem-sucedida,
porque apenas cerca de 20% dos 2.300 professores participaram efetivamente
do estudo. Ainda assim, as autoras consideram que outras avaliacdes do mes-
mo tipo poderiam trazer mais informacdes sobre o conhecimento do professor
e sobre decisdes relativas a sua formacao.

Em outro artigo do mesmo ano, Hill, Schilling e Ball (2004) repetiram o
relato dessa experiéncia de avaliacao do conhecimento matematico para o en-
sino, mas nesse novo texto descreveram cuidadosamente os dados, em tabelas
estatisticas, e, também, apresentaram exemplos de itens dos testes, em anexo.
Mesmo que nao seja possivel ou desejavel replicar o estudo por meios quan-
titativos, consideramos que esses exemplos e resultados podem nos auxiliar a
criar instrumentos especificos para os professores brasileiros.

Ball e colaboradores ainda elaboraram mais dois textos com os dados
dessa pesquisa-piloto, acrescidos de outros resultados em novas enquetes com
alunos e professores da escola elementar. Em cada artigo, os autores refinaram



as conceituacdes dos subdominios do conhecimento matematico para o ensino.
Hill, Rowan e Ball (2005) aprofundaram as analises estatisticas, com tabelas de
correlacao e alguns exemplos de itens do teste. Apesar de algumas limitacdes no
estudo, os autores consideram que o conhecimento matematico dos professores
prediz positivamente os ganhos dos alunos em aprendizagem, especialmente nos
anos iniciais. Também sustentam e desafiam iniciativas politicas relacionadas a
formacdo dos professores nos Estados Unidos.

Hill, Ball e Schilling (2008) discorreram sobre os subdominios do co-
nhecimento matematico para o ensino, inclusive repetindo a figura 1, ja apre-
sentada anteriormente. Neste texto, muitos trechos trazem referéncias aos erros
e concepcdes errdneas dos alunos, citando outros autores que investigam tais
dificuldades. Por exemplo, consideram que,

se Shulman e outros estio corretos em pensar que os psicélogos
educacionais revelaram regularidades na aprendizagem matema-
tica e nos erros dos alunos, essas regularidades deveriam apare-
cer independentemente dos métodos ou materiais curriculares
que os professores usam. [.] Em nosso estudo piloto, entdo,
o KCS estava centrado no desenvolvimento e nos erros feitos
pelos estudantes americanos médios, sem levar em conta os ma-
teriais curriculares, as técnicas instrucionais e outras influéncias
matemadticas que os estudantes pudessem ter encontrado. (HILL;

BALL; SCHILLING, 2008, p. 379).

Ao tentar construir itens para usar nos testes com os professores, em
relacio ao conhecimento do conteddo e dos estudantes (KCS), os autores
consideraram que os matematicos profissionais nio sabem em qual nivel os
alunos cometem certos erros e quais sao esses erros. A medida que progrediam
na construcao dos itens, consideravam que esses recaiam em quatro categorias:

¢ Erros comuns dos alunos: identificar e proporcionar explica-
¢Oes para os erros, dando-se conta de quais erros surgem em
determinados contetidos, etc.

¢ Entendimento do contetido pelos alunos: interpretar as pro-
ducoes dos estudantes até mostrar compreensdo, decidir quais
producdes melhor indicam o entendimento, etc.

* Sequénciasdedesenvolvimentodosalunos:identificarostiposde

problemas, tépicos ou atividades matemadticas que sio mais



faceis/mais dificeis em determinadas idades, sabendo o que os
alunos aprendem “primeiro”, dando-se conta do que os alunos
de terceiro ano sdo capazes de fazer, etc.

« Estratégias computacionais comuns dos alunos: ser familiari-
zado com numeros que sio pontos de referéncia, familias de
ocorréncias, etc. (HILL; BALL; SCHILLING, 2008, p. 380).

Apresentando dados estatisticos e relatos parciais de entrevistas com 0s
professores, os autores consideraram que os professores participantes da pesquisa
tinham KCS, haja vista que a familiaridade com aspectos do pensamento matema-
tico dos alunos, como conhecer os erros mais comuns, é um elemento desse sub-
dominio do conhecimento. Os autores concluem que este subdominio, KCS, ainda
precisa ser muito mais estudado e sugerem que outras investigacdes sejam feitas.
Consideramos que o texto é importante pelas varias mencdes aos erros dos alunos.

Stylianides e Ball (2008) discutem o conhecimento que é necessario
para realizar uma prova em Matemdtica e como os professores podem engajar
seus alunos em atividades que levem a desenvolver essa capacidade de fazer
demonstracdes. Os autores identificam subcomponentes do conhecimento
matematico para o ensino que sao relacionados a atividade de provar, confor-
me a figura 2, a seguir:

Figura 2 — Uma classificacdo de diferentes formas de conhecimento sobre prova.

Conhecimento sobre prova, para
engajar os estudantes nessa atividade

Conhecimento sobre a estrutura Conhecimentos de situagdes
l6gico-linguistica da prova para provar

Conhecimento de diferentes Conhecimento da relacdo entre tarefas de
tipos de tarefas de provar provar e atividades de provar

Fonte: adaptado de Stylianides e Ball, 2008, p. 313.

Além desse esquema, os autores trazem ainda a descricao e discussao
de dois episddios de provas e é importante destacar que sio realizados com



alunos de séries iniciais, com contetidos dessas séries, mas com um nivel de
detalhamento e conjecturas que pode ser pensado em um curso de graduacio.
Assim, este é outro artigo que traz sugestdes interessantes para quem se propde
a investigar o conhecimento dos professores sobre demonstracao.

Hill e Ball (2009) aproveitam seus estudos e trazem, em um periddico
especifico para o ensino primdrio e secundario nos Estados Unidos, a divul-
gacao dos subdominios do conhecimento mateméatico para o ensino. Neste
texto, € interessante a analogia feita pelas autoras: profissdes como medicina
e enfermagem tém laboratérios proprios, bem como bonecos ou cadaveres
para os estudantes treinarem nesses ambientes. No entanto, na formacdo de
professores, em geral os laboratdrios sao as proprias salas de aula com alunos
reais e se um estudante recebe uma explicacido de um futuro professor que
nao entende, ainda, como deve ensinar um determinado assunto, esse aluno
esta sujeito a construir um obstaculo didatico que o levarg, futuramente, a ter
concepcoes errdneas sobre tal tema.

Esse apanhado de textos de Ball e colaboradores permite que, a seguir,
sejam revisados outros artigos que sio especificos para embasar os estudos
sobre o conhecimento matematico dos professores sobre 0s erros.

5. O CONHECIMENTO MATEMATICO PARA O ENSINO E OS ERROS
DOS ALUNOS

Ainda que ndo tenha relacio com as ideias de Shulman e Ball, Olivier
(1989) questiona as causas das concepcdes errdneas dos alunos, de forma que
nos parece adequado para, depois, discutir como esse conhecimento sobre os
erros pode fazer parte do conhecimento do contetido e dos estudantes. O autor
distingue entre lapsos e erros; lapsos sdo respostas erradas devidas ao processa-
mento, s30 ndo sistematicos e esporadicos. Ja os erros sdo devidos ao planejamen-
to, sdo sistematicos, porque aplicados regularmente nas mesmas circunstancias,
e sao sintomas das estruturas conceituais subjacentes. E o autor finaliza afirman-
do: “S3o esses principios e crencas subjacentes a estrutura cognitiva que sio a cau-
sa de erros conceituais sistematicos, que chamarei concepcdes errdneas” (p. 11).

Apods apresentar varios tipos de erros cometidos por alunos, sistemati-
camente, Olivier apresenta algumas consideracdes que, por sua importancia
para o trabalho com erros, sao aqui reproduzidas:



* Nos todos provavelmente concordamos que a Matematica é
um contetido cumulativo e que qualquer novo aprendizado de-
pende do aprendizado anterior. Nés também concordamos que
* uma nova aprendizagem correta depende do aprendizado
correto anterior e também que

* uma nova aprendizagem incorreta é muitas vezes o resulta-
do da aprendizagem incorreta anterior.

¢ O que eu tentei mostrar é que

* uma nova aprendizagem incorreta é principalmente o resul-
tado de aprendizagem correta anterior.

¢ Cada concepcdo errdnea que temos discutido teve uma ori-
gem legitima na aprendizagem correta anterior - cada concep-
cao errdnea estava correta para alguma tarefa anterior, da forma
como € realizada em algum dominio anterior do curriculo.

¢ A origem das concepcdes errdneas € principalmente uma so-
bregeneralizacio do conhecimento prévio (que era correto em
um dominio anterior), para um dominio estendido (em que ele
nao ¢é vélido) (OLIVIER, 1989, p. 17 grifos do original).

Assim, Olivier aponta o que acontece com muitos erros ja encontra-
dos em pesquisas citadas nos capitulos anteriores deste livro. A sobregene-
ralizacao da propriedade f{a + b) = f{a) + f(b), que se aplica apenas quando
f é uma transformacao linear, para a forma f(a *b) = f (a) * f(b), em que
f é qualquer funcdo e * qualquer operacdo, é um erro que surge tanto no
Ensino Fundamental, quando va + b se torna va + b, como no Ensino
Médio, quando sen(a.b) torna-se sen(a).sen(b) ou no Ensino Superior, quan-
do 2% torna-se i—i‘;—f Em todos esses casos, parece que houve uma
aprendizagem anterior correta, sobre a raiz quadrada do produto, o seno da
soma ou a derivada da soma. No entanto, em algum momento, as aprendi-
zagens anteriores foram sobregeneralizadas para as novas, nas quais nao é
valida a respectiva propriedade.

Os professores, mesmo 0s que estdo iniciando sua formacao, conhe-
cem alguns desses erros e sao até capazes de criticar os alunos que os co-
metem; no entanto, em outros casos, 0s erros sdo cometidos pelos préprios
professores e é por isso que é necessario avaliar seus conhecimentos comuns
do contetido, para depois planejar atividades que lhes permitam construir
um conhecimento pedagdgico do contetido, nos subdominios que Ball e
colaboradores apontam como fundamentais para estabelecer o conhecimen-
to matemadtico para o ensino.




Alguns pesquisadores tém procurado criar situacdes e propor problemas
que levem os professores, em formacdo inicial ou continuada, a lidar com os
erros de seus alunos. Revisamos, a seguir, alguns textos, especialmente os que
se baseiam nas ideias de Shulman ou Ball.

Peng e Luo (2009) consideram que ha uma longa historia de anélise de
erros no ensino de Matematica e citam autores desde os anos 1970 até os es-
tudos de Ball e colaboradores. Entretanto, em sua opiniao, ha auséncia de uma
estrutura de conhecimento que apoie a analise de erros, para examinar o conhe-
cimento do professor que é usado nessa analise. Assim, 0s autores apoiaram-se
em varios estudos sobre erros, basearam-se no texto de Hill, Ball e Schilling
(2008) e propuseram uma estrutura para examinar o conhecimento do professor
de Matematica que é usado na anélise de erros.

O quadro criado por esses autores aponta duas dimensdes, natureza do
erro e tipo da andlise de erro. A primeira dimensao engloba quatro categorias,
a saber: matematica, lo6gica, estratégica e psicoldgica. A dimensdao do tipo de
analise de erros também engloba quatro categorias: identificar, interpretar, avaliar
e remediar. Todavia, os exemplos trazidos pelos autores para categorizar respos-
tas de alunos e andlises de professores ndo foram bem escolhidos, em nossa
opinido, talvez porque o quadro, que supostamente tinha origem nos dominios
do conhecimento do contetido da matéria e do conhecimento pedagdégico do
contelido, ndo mostrou as relagdes com esses constructos.

O artigo de Shalem, Sapire e Sorto (2014) trata das explicacdes que os
professores apresentam para os erros dos alunos. O trabalho desses autores foi
realizado durante um projeto de desenvolvimento profissional de professores
da Africa do Sul, quando 62 docentes, por um periodo de trés dias, discutiram
em grupos suas experiéncias de ensino. Seis diferentes atividades foram pro-
postas aos professores e uma delas consistiu em aproveitar dados de 332 itens
de teste, coletados de 55.000 alunos que participaram de uma avaliacao anual
de escolas. Para os autores, esses dados de avaliacdes de larga escala “podem
ser usados para estimular discussao e podem proporcionar uma oportunidade
para os professores, ao invés de serem usados contra eles, como instrumento
para identificar e censurar” (SHALEM; SAPIRE; SORTO, 2014, p. 11).

Com base em textos de Shulman e de Ball e colaboradores, os autores inves-
tigaram trés dominios do conhecimento matematico para o ensino, a saber: CCK,
SCK e KCS. Para cada dominio, foram criados critérios para analisar o conhecimen-
to do professor sobre os erros. A tabela por eles criada é adaptada, no quadro 1:



Quadro 1 — Dominios do conhecimento do professor e critérios de

andlise de erros relacionados.

Dominios | Conhecimento | Conheci-

. do contetido da | mento pe-

Critérios matéria dagégico do
contetido
CCK SCK KCS

1.Compreensao procedimental da resposta cor- X
reta.
2. Compreensao conceitual da resposta correta. X
3. Percepcao do erro. X
4. Raciocinio diagndstico do pensamento do X
aprendiz em relacdo ao erro.
5. Uso de elos corriqueiros nas explicacdes do X
erro.
6. Muiltiplas explicacdes para o erro. X

Fonte: adaptado de Shalem, Sapire e Sorto, 2014, p. 3.

Ainda que o texto analise quantitativamente os tipos de critérios usa-
dos pelos professores para analisar os erros, algumas respostas também sao
apresentadas em quadros, que podem nos auxiliar em projetos posteriores
sobre os conhecimentos dos professores a respeito dos erros dos alunos.
Os autores consideram que, de maneira geral, nas explicacdes dos profes-
sores sobre os erros dos alunos, o conhecimento do contetido da matéria é
consistente, ao contrario do conhecimento pedagdgico do contetido.

Outro autor que trouxe boas contribuicdes para avaliar o conhecimento
matemadtico para o ensino é Steele (2013), que descreveu um conjunto de
tarefas de avaliacdo planejadas para medir o conhecimento de professores
para o ensino de Geometria e medidas, em especial o que Ball chama de SCK.
Steele comenta que, nos Estados Unidos, os alunos da escola elementar (até o
5¢ ano) aprendem a calcular perimetro e drea de figuras planas e, nos trés anos
seguintes, supostamente devem saber fazer as relacdes entre essas medidas e
formulas e as propriedades das figuras, até que, na high school (que corres-
ponde ao nosso Ensino Médio), esses estudantes trabalham com teoremas de
congruéncia e semelhanca. Assim, se esse desenvolvimento fosse efetivamente



atingido, os estudantes de high school deveriam ser capazes de responder as
seguintes questdes: 0 que acontece com a drea de um retangulo se a altura
dobra? O que acontece com seu perimetro? Os resultados sao 0os mesmos
se considerarmos outras figuras planas? Quais propriedades sio invariantes e
quais nao o sao quando perimetro e area mudam?

Pesquisas citadas por Steele (2013) mostram que nem sempre esses
conhecimentos sdo atingidos e ha resultados que apontam para uma melho-
ra do conhecimento dos estudantes se forem realizadas intervencdes sobre
o desenvolvimento do conhecimento do conteddo da disciplina, por parte
dos professores.

Ao investigar docentes de Calculo Diferencial de uma universidade afri-
cana, Moru et al. (2014) mostram o conhecimento dos professores sobre ana-
lise de erros. Os pesquisadores partiram das seguintes questdes: como 0S pro-
fessores identificam os erros dos estudantes? Como os interpretam? Como o0s
avaliam? Como remedeiam tais erros? Foram apresentadas, a dois professores
de Cilculo, as respostas as duas questdes mais erradas de um teste aplicado a
103 alunos de cursos superiores dessa disciplina. Os professores entrevistados
identificaram os erros, apontaram possiveis causas, mostraram o impacto de
tais erros no desempenho dos alunos e sugeriram estratégias de ensino que
pudessem remedia-los.

Na fundamentacdo tedrica de sua pesquisa, Moru et al. (2014) tra-
zem consideracdes sobre os dominios do conhecimento matematico para o
ensino, conforme o texto de Ball, Thames e Phelps (2008), e afirmam que o
conhecimento dos professores sobre analise de erros deve incluir multiplas
interpretacdes sobre os erros dos estudantes. Além disso, consideram que
os alunos deveriam ser questionados, para que explicassem suas respostas,
pois “respostas corretas podem mesmo se originar de passos ou procedi-
mentos incorretos” (MORU et al,, 2014, p. 4).

Mesmo considerando que os dois professores entrevistados identificaram
corretamente os erros cometidos pelos alunos, os autores julgam que esses do-
centes os interpretaram de uma unica perspectiva, 0 que resultou na oferta de
uma unica estratégia para remediar os erros. Complementando essas conclusoes,
Moru et al. (2014) consideram que os professores enfatizaram a eficiéncia mais
do que o conhecimento conceitual. Ainda que mostrassem familiaridade com os
tipos mais comuns de erros (o que caracteriza CCK), os autores consideram que
os dominios KCS e KCT nao estio suficientemente desenvolvidos. Esses dados



coletados nessa investigacao, segundo Moru et al. (2014), tém implicacdes para
a formacao de professores e para o ensino, que inclui

[..] engajamento continuo em andlise de erros, para enriquecer o
conhecimento para o ensino, familiaridade com os erros dos es-
tudantes e com a literatura sobre andlise de erros, ja que alguns
erros em matematica sdo compartilhados por varios conteddos,
e realizacdo de esforcos para compreender teorias de aprendi-
zagem, em particular as visGes construtivistas que dizem respeito
ao conhecimento construido pelo aprendiz. (p. 9).

Uma udltima pesquisa revisada, de Krauss, Baumert e Blum (2008), re-
lata resultados de um teste para avaliar o conhecimento pedagdégico do con-
tetido (PCK) e o conhecimento do contetddo da matéria (CK), de professores
secundarios de Matematica. O teste foi criado no contexto de um projeto
alemio que se propde a conceitualizar e avaliar um largo espectro de com-
peténcias de professores. O instrumento de pesquisa foi aplicado a profes-
sores cujos alunos estavam realizando o PISA (Programme for International
Student Assessment), nos anos de 2003 e 2004. Em relacao ao PCK, os au-
tores consideraram o conhecimento de tarefas matematicas, o conhecimento
das concepcdes errdneas e dificuldades dos estudantes e o conhecimento de
estratégias especificas para o ensino.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Como foi visto no capitulo 1 deste livro, hd muitos autores que discutem
pressupostos tedricos para embasar pesquisas na area de Educacdo Matema-
tica. Além dos que ja foram 14 citados, pode-se também apontar o artigo de
Even e Schwarz (2003). Esses autores analisam uma aula usando duas pers-
pectivas tedricas distintas, que levam a diferentes interpretacdes. A partir dessa
andlise, discutem a interdependéncia entre teoria e resultados de pesquisas.
Segundo esses autores, a teoria e a pesquisa estao envolvidas em um circulo
vicioso e a investigacao feita mostrou que “seus resultados foram interpretados
de tal forma que confirmaram as teorias que serviram como lentes para as pes-
quisas” (p. 311). Mas ao mesmo tempo eles se questionam se a integracao de
diferentes perspectivas tedricas “permite desenvolver novas maneiras de pensar



que quebrem as fronteiras das teorias e deem origem a novas, radicalmente
diferentes das atuais” (Ibid, p. 311).

Dahl (2010) comenta que “é dificil acumular conhecimento na pesqui-
sa em educacao matematica devido as varias abordagens de pesquisa que as
vezes aparecem como ondas de moda” (p. 200). A mesma autora finaliza seu
artigo observando que hd muitas maneiras de se mover para frente, em termos
de pesquisas em Educacio Matematica e, entre as sugestdes que apresenta,
destaca-se a ideia de que necessitamos “uma série de artigos de ‘estado da
arte’, trazendo junto a pesquisa recente, em uma tentativa de criar/descobrir
uma meta teoria” (p. 206).

Essa sugestao de Dahl vem ao encontro dos objetivos perseguidos
nesses projetos desenvolvidos com apoio de bolsa de produtividade em pes-
quisa, pois, além da quantificacio dos dados referentes a producao sobre
erros, dificuldades ou obstaculos, ainda foi possivel trazer uma analise dos
pressupostos tedricos que embasaram essas pesquisas. Acredito que todos
os textos apresentados neste livro fornecem uma base para novas pesquisas,
especialmente planejadas para analisar o conhecimento matematico para o
ensino, em seus varios dominios. Em especial, considero que este livro traz
elementos para analisar o conhecimento dos professores de Matematica so-
bre os erros dos alunos, trazendo, para investigacdes futuras, pressupostos
que podem embasar as interpretacdes dos resultados.

Espero que este livro, concluindo um ciclo de pesquisas sobre erros,
dificuldades ou obstaculos na aprendizagem de Matematica, possa servir de
base para outras investigacdes sobre esses temas, de maneira a contribuir para
a formacio inicial ou continuada de professores de Matematica.
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